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Lopulliset hyvan vastauksen piirteet 16.5.2023

Lopullisista hyvan vastauksen piirteista ilmenevat perusteet, joiden mukaan koesuorituksen lopullinen arvostelu
on suoritettu. Tieto siitd, miten arvosteluperusteita on sovellettu kokelaan koesuoritukseen, muodostuu kokelaan
koesuorituksestaan saamista pisteista, lopullisista hyvan vastauksen piirteista ja lautakunnan maarayksissa ja
ohjeissa annetuista arvostelua koskevista maarayksista. Lopulliset hyvan vastauksen piirteet eivat valttamatta
sisalla ja kuvaa tehtavien kaikkia hyvaksyttyja vastausvaihtoehtoja tai hyvaksytyn vastauksen kaikkia hyvaksyttyja
yksityiskohtia. Koesuorituksessa mahdollisesti olevat arvostelumerkinnat katsotaan muistiinpanoluonteisiksi,
eivatka ne tai niiden puuttuminen nain ollen suoraan kerro arvosteluperusteiden soveltamisesta koesuoritukseen.

Hyvasta suorituksesta nakyy, miten vastaukseen on paadytty. Ratkaisussa on oltava tarvittavat laskut tai muut
riittavat perustelut seka lopputulos. Arvioinnissa kiinnitetdaan huomiota kokonaisuuteen, ja ratkaisu pyritaan
arvioimaan kolmiosaisesti: alku, valivaiheet ja lopputulos. Laskuvirheet, jotka eivat olennaisesti muuta tehtavan
luonnetta, eivat alenna pistemaaraa merkittavasti. Sen sijaan tehtavan luonnetta muuttavat lasku- ja
mallinnusvirheet saattavat alentaa pistemaaraa huomattavasti.

Matemaattiset ohjelmistot ovat kokeen apuvalineita, joiden roolit arvioidaan tehtavakohtaisesti. Jos ratkaisussa on
kaytetty ohjelmistoja, sen on kdytava ilmi suorituksesta. Analysointia vaativien tehtdvien ratkaisemisessa pelkka
ohjelmistolla saatu vastaus ei riitd ilman muita perusteluja. Sen sijaan ohjelmasta saatu tulos yleensa riittaa
rutiinitehtavissa ja laajempien tehtavien rutiiniosissa. Tallaisia ovat esimerkiksi lausekkeiden muokkaaminen,
yhtaldiden ratkaiseminen seka funktioiden derivointi ja integrointi.

Miten pisteytysohjeita luetaan

¢ Ohjeen rakenne
o Ohjeessa riviksi kutsutaan kokonaisuutta, joka paattyy oikeassa sarakkeessa olevaan pistemaaraan.

o Rivin useat pisteet on erotettu /-merkilla. Epaselvissa tapauksissa on suluissa eritelty, mista osasta
saa mitakin pisteita.

o Erittelya ei ole, jos rivilla on saman verran laskuja kuin pisteita, talldin yksi piste laskua kohden.

o Jos rivilla on yksi lasku ja siihen liittyva sanallinen perustelu, niin puolet pisteista (py0ristettyna ylos)
saa laskusta ja loput perusteluista.

o Jos rivilla on vain yksi lasku tai kaava ja useampi piste, saa osapisteet riittdvan hyvasta yrittamisesta
(esim. derivaatan laskeminen osittain oikein).

o Rivilla suluissa oleva lasku tai perustelu on lisatietoa, eika sita vaadita pisteiden saamiseen.

o Suluissa olevat pisteet saa joko tayttamalla sen rivin ehdon tai seuraavalta rivilta, jos seuraava rivi
on kunnossa, eika kay eksplisiittisesti ilmi, etta edellinen rivi on tehty vaarin.

¢ Yleensa laskuvirhe vahentaa pisteita siita rivista, johon se kohdistuu, mutta myéhempien rivien pisteet voi
saada, jos tekee laskut/paattelyt oikein omille luvuille. Poikkeukset on merkitty tekstilla tasmalleen. Nama
pisteet saa vain, jos tdma askel ja my6s edeltdvat askeleet on oikein suoritettu. Huomaa, etta teksti
tasmalleen tarkoittaa sita, etta kaikkien niiden rivien, jotka eivat ole riippumattomia, taytyy olla
perusteluineen kunnossa. (Talléin ratkaisussa on ekvivalenttia muotoilua vaille ohjeeseen merkitty
luku/lauseke/tms.) Tama ei vaikuta pydristysten pisteyttamiseen. Jos esimerkiksi vastausrivilla lukee
tasmalleen 37, niin myos 37,5 ja 40 kelpaavat. Tekstillda melko tasmalleen merkitseminen tarkoittaa sita,
ettd luvut ja laskut pitaa olla kunnossa, mutta perusteluissa ja selityksissa voi olla puutteita.

¢ Rivien riippuvuus toisistaan

o Yleensa pisteytys on kirjoitettu ratkaisun matemaattisen etenemisen mukaisesti ja (taysia) pisteita
annetaan vain perustelluista askeleista. Jos rivit ovat ilmeisen riippumattomia toisistaan (esim.



laskettu eri funktioiden derivaatat), niin pisteet annetaan suoritusjarjestyksesta riippumatta ilman
eri merkintaa.

o Jos vastaus on kirjoitettu ennen perusteluja, tarkoittaa se, etta pelkasta (oikeasta) vastauksesta saa
jo pisteita.
o Merkinta yllaolevista riveista riippumaton piste tarkoittaa, etta rivin pisteet voi antaa edella

olevista riveista rilppumattomasti; seuraavat rivit edellyttavat tata rivia normaaliin tapaan.

o Merkinta rilppumaton tarkoittaa, etta rivin pisteet voi antaa edella olevista riveista
riippumattomasti; seuraavat rivit eivat edellyta tata rivia.

o Merkinta Johtopaatéksena: korostaa, etta kyseiset pisteet saa vain, jos aiemmat perustelut ovat
kunnossa.

e Terminologiaa

o '"Vastaus riittad" tarkoittaa, etta oikeasta vastauksesta annetaan pisteet my6s ilman perusteluja. Jos
vastaus on vaarin, voi pisteitd saada normaalien periaatteiden mukaisesti perustelujen perusteella.

o "Alkupisteita" tarkoittaa, etta tasta voi antaa rivin pisteet, jos ei muualta saa pistettd. Tata pistetta ei
siis voi yhdistaa muihin pisteisiin.

o "maxN" tarkoittaa, etta taman tyyppisesta ratkaisusta annetaan N pistetta, mikali siina ei ole muita
virheita.

o "Vastaus vain likiarvona" tarkoittaa, etta ratkaisussa ei ilmene lainkaan vastauksen tarkkaa arvoa.

Seuraavat vahennykset ovat tehtavakohtaiseen pisteohjeeseen toissijaisia. Yhteen tehtavaan voi soveltaa useaa
vahennysta, mutta ansaittuja pisteita ei voi menettaa.

Vastaus oikein, muttei pyydetyssa muodossa (esim. tarkkuus, yksikké) —1 p.
Vastaus sieventamatta loppuun asti sievennystehtavissa (esim. el In(e) tai4°) —2 p.
Vastaus sieventamatti muussa tehtavissa (esim. !, In(e) tai 4°) —1 p.

Iimeiset nappailyvirheet esityksessa (esim. £ = 2, y04), tai nappailyvirheet, jotka korjataan heti
seuraavalla rivilla —0 p.

Vastauksessa kopiointivirhe —1 p.

Valipyoristyksessa ei yhta enemmaéan merkitsevia numeroita kuin vastauksessa —1 p.

Seuraavat vahennykset ovat tehtdvakohtaiseen pisteohjeeseen toissijaisia. Yhteen tehtavaan voi soveltaa useaa
vahennystd, mutta kutakin korkeintaan kerran.

Matemaattisesti puutteellinen merkinta (esim. puuttuvat sulut, mutta laskettu oikein; =-merkin ketjutus, m
2 jlman m). Huom.! Tilanteesta riippuen epastandardi merkinta voidaan hyvaksya selitettyna. —1 p.

Ratkaisusta puuttuu oleellisia selityksia (lukija joutuu arvaamaan, mita ratkaisussa esiintyvat luvut
tarkoittavat) TAI perustelut ja johtopaatokset on esitetty taysin irrallisina (lukija joutuu yhdistelemaan eri
puolilla ratkaisua olevia lauseita) —1 p.

Ratkaisussa merkittavasti ylimaaraista tekstia/laskuja (lukija joutuu paattelemaan, miten annetuista
tiedoista muodostuu ratkaisu) —1 p.

Kolmisarakkeisen lukuohjeet:

Ideasarakkeesta saa pisteet, jos on ryhdytty tekemaan mainittua asiaa, vaikka toteutus olisi puutteellinen.
Lasku tai kaava toteutussarakkeessa ndyttaa, milta idea oikein toteutettuna nayttaa.

Pysdytysehto: jokaiselta rivilta saatava vahintaan puolet rivin pisteista pyoristettyna alaspain, jotta voi
jatkaa.

Jos pysaytysehto ei toteudu, eli seuraavien rivien pisteita on viela jaossa, on seuraavilta riveilta saatavissa
kaikki pisteet, joissa ei ole eksplisiittista estetta sille, miksi niitd ei voisi saada.



Sisallys

A-osa

1. Monivalintatehtava
2. Yhdistely

3. Ratakisko

4. Suoran etaisyys kahdesta pisteesta

B1-osa

5. Taikanelio

6. Raketin nokkakartio
7. Vektoreiden summa
8. Polynomien vertailu
9

Integraalialgoritmi

B2-osa

10. Positroniemissiotomografia
11. Nopanheiton opetus

12. Polynomikonstruktio

13. Integraalin ja raja-arvon jarjestyksen vaihto

Koe yhteensa
A-0sa

1. Monivalintatehtava 12p.

Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 2 p., vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

1.1 Mittayksikét 2 p.

. 10° 2p)

1.2 Lierié 2 p.

e sarmid (2 p.)

1.3 Kosinilause 2 p.

e Pythagoraan lause (2 p.)

1.4 Kulmakerroin 2 p.

¢ yhtaldsta muodostetun funktion f(:z:) = ax + b derivaatan arvo (2 p.)

1.5 Pistetulo 2 p.

¢ Virheellinenvastaus, joka antaa pisteita: kokonaisluku (1 p.)

e reaaliluku (2 p.)

12 p.
12 p.
12 p.
12 p.

12 p.
12 p.
12 p.
12 p.
12 p.

12 p.
12 p.
12 p.
12 p.

120 p.
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Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  


1.6 Leikkauspisteet 2 p.

¢ korkeintaan nelja leikkauspistetté (2 p.)

2. Yhdistely 12 p.

Alla on annettu 12 yhtalda. Yhdeksaa niista vastaa jokin kuvassa 2.A annetuista kuvaajista. Yhdista kukin yhtalo sita
vastaavaan kuvaajaan tai merkitse, etta sellaista ei ole.

Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 1 p., vadra vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

21 1p.

e Kuvaaja9 (1p.)

2.2 1p.

e Kuvaaja 2|(1 p.)

23 1p.

¢ Eikuvaajaal (1 p.)

24 1p.

e Kuvaaja 12| (1 p.)

25 1p.

e Kuvaajal4 (1p.)

26 1p.

e Kuvaajap (1p.)

27 1p.

e Kuvaaja7 (1p.)

28 1p.

e Kuvaaja1 (1p.)

29 1p.

e Kuvaaja 10 (1 p.)

2.10 1p.
e Eikuvaajaa (1p.)

211 1p.

e Kuvaaja 3| (1 p.)

212 1p.

e Eikuvaajaa (1p.)

3. Ratakisko 12p.

Kymmenen metria pitkd museoratakisko on vaantynyt lampdlaajenemisen vuoksi mutkalle, mutta sen paat ovat pysyneet
paikoillaan (katso liioiteltu kuva 3.A tilanteesta). Kiskon poikkeama sen alkuperaisesta sijainnista kohtisuoraan mitattuna on
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muotoa

z® — 1522 + 50
1000 ’

flz) =

kun z on etaisyys kiskon alkupaasta. Missa kohdissa kiskon poikkeama sen alkuperaisesta asemasta on suurin? Maarita
myos suurin poikkeama. Muuttujan x ja poikkeaman yksikkdna on metri.

Laskettu funktion derivaatta f/ () = g5 (322 — 30z + 50). Derivaatan lauseketta ei annettu 2p.
Jos derivaatta ei ole toisen asteen polynomi, vain riippumaton -rivin pisteet jaossa jatkossa.

Derivaatan nollakohdat (likiarvot riittavalla tarkkuudella kayvat) x = % =54 % 2,1132... ja 5
7,8867 ...). i
Funktion arvon laskeminen valille 10,10[ kuuluvissa derivaatan nollakohdissa. 1+1 p.
riippumaton Todettu, ettd suurimmat poikkeamat f)vat derivaatan nollakohdissa. Perusteltu tama jotenkin 2p)
(esimerkiksi kuva tai kulkukaavio ilman rajoitusta valille).

Vertailtu poikkeamia derivaatan nollakohdissa, jotka ovat vélilla ]0, 10[. (1p.)
Annettu vastaukset likiarvoina 2,11 (m) ja 7,89 (m) ja poikkeama 0,048 (m), poikkeamakohtien oltava 3
valilla 10, 10]. >
Taman ratkaisun erillisohjeet

Ratkaisussa voi tarkastella myos pelkkaa osoittajan derivaattaa.

Vastauksessa annettu negatiivinen poikkeama —0,048. max 12 p.
Derivoinnissa virhe ja derivaatta 2. asteen polynomi (1+2+2+2+2+2). max 11 p.
Derivaatan nollakohdissa virhe, jonka seurauksena vain yksi derivaatan nollakohta tarkasteluvalilla max 8 p.
(2+1+1+2+0+2).

Vedottu symmetriaan kohdan & = 5 suhteen ja laskettu vain toinen poikkeamista (2+2+1+2+1+3). max 11 p.

Tulkittu suurin poikkeama suurimmaksi arvoksi ja funktion arvoa f(7,88...) ei ole laskettu (2+2+1+2+0+2).  max 9 p.
TAI Kokeilu- tai ohjelmointiratkaisu.

Naytetty kolmen pisteen avulla molemmille huipuille, ettd keskimmaisessa saadaan suurin/pienin arvo,

1+1 p.
pisteiden etéisyys enintaan kymmenesosa (esimerkiksi 2,0; 2,1 ja 2,2 ja vastaavasti toiselle). P
riippumaton Paatelty huippujen z-koordinaatit merkitsevien numeroiden osalta oikein (esimerkiksi 141
kohtien 2,0; 2,1 ja 2,2 arvoilla paatelty x:n arvoksi noin 2). P-
Vertailtu poikkeamia huipuissa. 1p.
Annettu poikkeama 0,048 m ja poikkeamaa laskettaessa poikkeamakohdissa ollut vahintaan yksi :
merkitseva numero enemman kuin vastauksessa. P-
Annettu poikkeamakohdat likiarvoilla 2,11 m ja 7,89 m oikein perustein. 2p.
riippumaton f(0) = 0ja f(10) = 0 TAI paatepisteet pysyvat paikallaan TAI rajoituttu suljetulle vélille ]
[0, 10]. -
Perustelu, miksi muita paikallisia dariarvokohtia ei ole (esimerkiksi kolmannen asteen polynomilla on 3
korkeintaan kaksi paikallista dariarvokohtaa). P-
Taman ratkaisun erillisohjeet
Laskettu testipisteilla 2,10; 2,11 ja 2,12, ja paatelty huipun virheellisesti olevan kohdassa 2,11 ja hax 8
symmetrisesti toisessa kohdassa, ja annettu poikkeamaksi 0,048 tai 0,05 (2+0+1+1+0+1+3). P-
Kokeiluratkaisu, jossa ei ole kaytetty kolmea jarkevaa testipistetta huipun léytdmiseksi (esimerkiksi laskettu max 1
poikkeama vain arvoilla 2,11 ja 2,12) (0+0+0+0+0+1+0). P:
Vedottu kuvaajan symmetriaan ja vaitetty virheellisesti, ettd poikkeamakohdat ovat 2,5 ja 7,5 max 1 p

(0+0+0+0+0+1+0).

Alkupiste: Laskettu funktion arvot kahdessa vlin [0, 10] pisteessa. 1p.
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Ideasarake

Haettu suora sivuaa ympyroita ja on
kohtisuorassa ympyroéiden sateita
vastaan TAI vastaavat ehdot
muotoiltu toisin (esimerkiksi ilman
ympyroita).

Jotkin jarkevat suorakulmaiset
kolmiot / yhdenmuotoisuus jarkeviin
kolmioihin x-akselin leikkauspisteen
ratkaisemiseksi.

Maaritetaan k jonkin jarkevan
kolmion kautta.

Kun lilkutaan 5 yksikkoa z-akselilla
vasemmalle, etaisyys suoraan
vahenee kolmesta kahteen.

Idea siita, ettd haetut suorat sivuavat
ympyrdita ja ettd suorat ovat
kohtisuorassa ympyrdiden sateisiin
nahden.

Piirretaan jokin tilanteen kannalta
jarkeva suorakulmainen kolmio.

Kaytetaan pisteen etdisyys suorasta -
kaavaa jarkevasti (sijoitettu etdisyys ja
piste jotenkin).

4. Suoran etdisyys kahdesta pisteesta 12 p.

Maarit kaikki suorat, joiden etdisyys pisteestda A = (—2,0) on 2 ja etéisyys pisteestd B = (3,0) on 3.

Toteutussarake

riippumaton Suora = (0 TAI y-akseli toteuttaa selvasti
tehtdvanannon ehdot.

(Suorakulmainen kolmio, kérjet B = (3, 0), suoran ja isomman
ympyran sivuamispiste P ja suoran ja z-akselin leikkauspiste @).)
Saadaan verranto oikeanlaisesta kolmiosta: % = %,
pisteiden (—2, 0) ja @ etéisyys. Siispa z = 10. Suora leikkaa
x-akselin siis pisteessa (—12, 0).

missa zon

Kulmakertoimeen laskemiseen tarvittavat tiedot (esimerkiksi

kateetit) ja suoran kulmakerroin k = A L

15 y24°
Suoran yhtélé ony = ﬁ(m +12),

ja x-akselin alapuolella kulkevan suoran yhtal® on vastaavasti
1
= z+12).

rilppumaton Suora x = ( TAI y-akseli toteuttaa selvasti
tehtavanannon ehdot.

Liikuttaessa toiset kaksi viiden yksikdn matkaa etdisyys vahenee
nollaan, jolloin suora leikkaa x-akselin kohdassa z = —12.

Maaritetdan nyt muut suorat. Naita on kaksi, ja ne ovat g-akselin
suhteen symmetriset. Toinen sivuaa ympyroita

(x—3)% +4? = 3%ja(z +2)% + % = 22 yldpuolelta ja toinen
alapuolelta.

Kulmakertoimen maaraa esimerkiksi suorakulmainen kolmio,
jonka hypotenuusan pituus on 10 ja vastakkainen kateetti 2. Siten

l&hemman kateetin pituus on /96, ja kulmakerroin on
2 1

VeE VA
s _ 1
Suoran yhtélé ony = 7o (x +12),
ja x-akselin alapuolella kulkevan suoran yhtal6 on vastaavasti
=1
y=—"n (z+12).

riippumaton Suora £ = ( TAI y-akseli toteuttaa selvasti
tehtavanannon ehdot.

Kaksi yhtaloa: ﬂ =2 M =3

VETRE VTR
A=2k4b L [3kD

VET1  VREFI

TA

Pisteet

0+1 p.

2+0 p.

[1+1]
+[1+1] p.

0+[1+1] p.

0+1 p.

1+[1+1] p.

[1+1]+0 p.

1+3 p.

0+[1+1] p.

0+1 p.

1+1 p.
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Pyritdan kahden muuttujan yhtal66n
(jarkeva aloitus) TAI yhtaloparissa
alunperinkin vain kaksi muuttujaa.

Pyritdan ratkaisemaan yksi
muuttujista toisen avulla.

Sijoitetaan takaisin alkuperaiseen
yhtaléon ja ratkaistaan jokin
muuttujista.

Tehtéavan erillisohjeet

|—2a+¢c [3a+|

Esimerkiksi
g L2k |3k 4| 142 p.
2 E
TAI b? = 4 4 4kb = 9 — 6kb
c=0taic=12aTAIb = 12k taib =0 141
_ 1 p-
TALb = 5
1
b=42/6aTAIb = +4/6, k= +——
V6 VB, k=t .
Suorien yhtal6t ovat y = . \/Gja
2v6 0+[1+1] p.

— 16

Likiarvot tai kulmakerroin trigonometristen funktioiden avulla: viimeisen rivin pisteet jaavat pois

(k=0,20412 ..., b = 2,44948 ...).

B1-0sa

5. Taikanelié 12 p.

Kuparikaiverrus Melankolia I (katso kuva 5.A) on saksalaisen Albrecht Diirerin tunnetuimpia teoksia. Teos sisaltdd 4 X 4-
taikanelién, jossa jokaisen vaaka- ja pystyrivin lukujen summa on 34. Alla olevassa ruudukossa neljé taikanelién ruutua on
esitetty kahden tuntemattoman luvun z ja y avulla. Kun luvut & ja y asetetaan perdkkain, saadaan tuloksena teoksen
valmistumisvuosi. Ratkaise luvut  ja ¥ ja kirjoita kyseessa oleva vuosiluku.

Viimeiselta vaakariviltd ja kolmannelta pystyriviltd saadaan yhtélét4 + x4+ y+ 1 = 34 ja

6] 3 | 2 |13
10 | 11 | 8
y—2 —1
= | 5|12
z Y 1

2+11+ 5 +y=34, 313
Ratkaisemalla yhtélépari (esim. solve-komennolla) saadaan luvuiksi z = 15 ja y = 14 (oikea aloitus / toinen 14141 p.
muuttuja ratkaistu toisen avulla / molemmat ratkaistu).

Kysytty vuosiluku on siis 1514 TAI 1415. 1p.
Tarkistetaan vield, ettd nama todella toteuttavat loput kaksi yhtalda: kolmas vaakarivi:

9+ M2_—2 + 152—_1 + 12 = 34 seka toinen pystyrivi: 3 + 10 + L2_2 + 15 = 34. b/

Taman ratkaisun erillisohjeet

Ensimmaisella pisterivilla ensimmaisesta yhtaldsta 3 p. ja toisesta taman kanssa lineaarisesti

riippumattomasta 3 p.

Kolmas sarake
tarkistamatta

Yhtaléryhma oikein, vastaus ilman mainintaa yhtaléryhman ratkaisusta: yleisviahennys —1 p.

TAI

Testattu (nelja kertaa), etta valinnoilla = 15 ja y = 14 rivi- tai sarakesummaksi tulee 34. 2*4 p.
Vahintaan kaksi lineaarisesti riippumatonta testausta ja vastaus 1514 TAI 1415. 1p.
3p.

Perusteltu yksikasitteisyys.

Taman ratkaisun erillisohjeet
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Suorakulmio
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Konekirjoitusteksti
Kolmas sarake tarkistamatta


Testattu joillakin muilla luvuilla, ensimmaisesta taytetysta ehdosta:

Kaytetty lavistdjien summaa ehtona, 2 p. kummastakin yhtaldsta ja 1 p. vastauksesta. (Jos on lisaksi vaaka-
ja pystyriviehtojen tarkistus, pisteytys jalkimmaisen ohjeen mukaan ilman lisapisteita lavistajaehdosta.)

6. Raketin nokkakartio 12 p.

2p.

Eraan raketin karki, eli niin sanottu nokkakartio, saadaan, kun alaspain aukeava paraabeli py6rahtda symmetria-akselinsa

ympadri. Karjen korkeus on 4,5 metrig, ja sen halkaisija pohjan tasolla on 3,3 metria. Maarita karjen tilavuus.

Ratkaisun alku: Paraabelin konstruktio

Mallinnetaan aluksi poikkileikkausparaabeli. Asetetaan se koordinaatistoon niin, ettd sen nollakohdat ovat
pisteissd T = :I:g =41,65 (= % .

Paraabelin yhtalé on siis y = a(z — 1,65)(x + 1,65).

Poikkileikkauksen korkeus on paraabelin y-koordinaatti siiné pisteessé jossa paraabeli leikkaa y-akselin.

i .. R _ 2 L 200

Tama saadaan siis yhtalostd 4,6 = —a - 1,65%, elia = — N 652 (= — o7
o 45 [ o 2 2002 9

Paraabeliksi on siis saatu y = — T 65? (:I: — 1,65 ) (=-— Tz + ),

TAI (ratkaisun alku toisin)

Mallinnetaan aluksi poikkileikkausparaabeli. Asetetaan se koordinaatistoon niin, etta se aukeaa alaspain ja
sen huippu osuus pisteeseen (0; 4,5).

Paraabelin yhtalo on siis y = 4,5 + a(x — 0)2 TAL y = 4,5 + ax? TAI ekvivalentti muotoilu.

Sijoitetaan jompi kumpi paraabelin nollakohdista x = 41,65 yhtal66n ja saadaan —4,5 = a(1,65)2 eli
a=—4,5/(1,65%).

Paraabeliksi on siis saatu y = — z? + 4,5,

1, 652

Ratkaisun loppu: Integraalin laskeminen

jostax = 4+ 165 =yt 652.

Tilavuus saadaan nyt pyoréhdyskappaleen integraalina Wf§’5 ( 165" = y+1 652) dy
/s 19,2442 ~ 19 (kuutiometrid).
Taman ratkaisun erillisohjeet

Huomaa, ettd @ = —% = —1,652... on ldhelld lukua —1,65. Jos a = 323,

tai se on muuten selvasti vaara, niin (2+2+0+0+1+2+2). Ei koske niitd huolimattomuusvirheitg, joissa ajatus

vakion @ arvo ilmestyy tyhjasta

on oikea.

Integroinnissa toiseksi viimeisella rivilld voi menna useita asioita vaarin. Tassa on esimerkkeja kahden
viimeisen rivin pisteista:

Toiseksi viimeisen rivin integraalista puuttuu 7, mutta se on muuten oikein.

Integroitava lauseke on z2:n sijaan .

Taysin vaara tilavuus (esimerkiksi paraabeli pyoraytetty vaaran akselin ympari).

TAI

Paraabelin kertoimille kolmen yhtalon yhtaloryhma (1 p./oikea yhtalo).

Saatu oman paraabelin kertoimet (1 oikein 1 p, 3 oikein 2 p.).

Perustelu yhtaléryhman ratkaisulle (esimerkiksi solve- tai GG-komento).

Oikea oma paraabeli (esimerkiksi muodossa y = f(x)),

josta ratkaistu x.

(2p)

2p.

2p.

1p.

1p.

1p.

2p.

max 9 p.

max 3 p.
max 1 p.

0 p.

3p.
2p.
1p.
1p.
1p.


hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Suorakulmio

hapap
Suorakulmio


Tilavuus kirjoitettu pyorahdyskappaleen integraalina. 2p.

Vastaus & 19,2442 = 19 (kuutiometria). 2p.
TAI

(Nokkakartio on pydrahdysparaboloidi, jonka) tilavuus on %wrzh, 2p.
riippumaton jossa sade r = % = 1,65 (metria) ja korkeus h = 4,5 (metria). 2p.
Tilavuus on siis %ﬂ'- 1,652 - 4,5 (sade 3 p., korkeus 3 p.) 6 p.
~ 19,2442 ~ 19 (kuutiometria). 2p.
Taman ratkaisun erillisohjeet

Laskettu tilavuus kartion tilavuuden kaavalla (0+2+0+0). max 2 p.
Laskettu halkaisijan pituudella (2+1+3+2). max 8 p.

Tehtavan erillisohjeet

Paraabeli voidaan asettaa koordinaatistoon eri tavoin, myds vaakasuoraan.

7. Vektoreiden summa 12 p.
Tarkastellaan vektoreita @ = % + 2 j ja U = sin(2t)i + cos(4t)j, missa t > 0.
1. Maérita vektoriu + v, kunt =0, t = %jat = 3%. (4p.)

2. Mika tasokuvio muodostuu vektorin u + U kérkipisteesta, kun ¢ saa arvot valilla [0, 7r]? Anna vastaus yhtaléna
muodossa y = f(z). Ratkaisussa voi kayttaa esimerkiksi kaavaa cos(2z) = 1 — 2sin? z. (8 p.)

Sijoitettu joku kolmesta ¢:n arvosta oikein summan lausekkeeseen. 1p.
t=0u+v=1%+2j+sin(2-0)i + cos(4-0)j =14+ 35 1p.
t=Tu+v=10+2j+sin(2- §)i+cos(4-L)j=2i+] 1p.
t=3u+v=0+2j+sin(2- F)i+cos(4-L)j=7 1p.
Osatehtavan erillisohjeet

Vastaukset muodossa 1% + 37, 2¢ 4+ 17 tai 02 + 1. -0p.
Vastaus eri muodossa, esimerkiksi saatu ohjelmasta vastaukseksi [0 1]. -0p.
Valivaiheissa likiarvoja (esimerkiksi m =~ 3,14), yhteensa -1p.
Pelkat vastaukset (esimerkiksi kuvakaappauksina ohjelman tuloksista). max 2 p.
Laskin astemoodissa. 1+1+0+0 p.
Alkupiste: Sievennetty joku kuudesta sin- tai cos-arvosta ilman vektoreita. 1p.
Esiintyy lausekkeet sin(2t) 4 1 ja cos(4t) + 2 (esimerkiksi kertoimina jo 7.1:ss&). 1p.
Merkitaan £ = sin(2t) + 1 ja y = cos(4t) + 2. 1p.

Saadaan kayra y = cos(4t) +2 = 1 — 2sin?(2t) + 2 = 3 — 2sin?(2t) = 3 — 2(z — 1)?

(= 1+ 4z — 22?%) (kaavan kéytto ja z-muoto: 2+2), 4p.
jossa  saa arvot vélilta [0, 2] ja perustelu (aaripaat esimerkiksi valinnoilla ¢ = .‘%r jat=17%) 2p.
TAL

Esiintyy lausekkeet sin(2t) + 1 ja cos(4t) + 2 (esimerkiksi kertoimina jo 7.1:ss4). 1p.
Sijoitettu ohjelmaan sin(2¢t) + 1 ja cos(4¢) + 2. 1p.

Piirretty paraabelin kaari, 1p.


hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Suorakulmio


kun t vaihtelee oikealla valilla.

Paatelty paraabelin kertoimet esimerkiksi kolmen pisteen avulla.
Lisaperustelut paraabelille.

TAI

t= %sin_1 (z — 1), jostay = cos(2sin™! (z — 1)) + 2 valill [0, 2] ja maininta paraabelista: (1)+2+2+1

8. Polynomien vertailu 12p.
1. Osoita induktiolla, etta k3 > k2 + 4 kaikilla kokonaisluvuilla k > 2. (6 p.)
2. Osoita, etta osatehtavan 8.1 epayhtalo ei pade millaan kokonaisluvulla k < 0. (2 p.)

3. Osoita, ettd epayhtald 23 >x2+4 patee kaikilla reaaliluvuilla z > 2. (4 p.)

riippumaton Induktion alkuaskel: Kun k = 2, on viitetty epayhtalé 23 > 22 4+ 4, eli 8 > 8, joka on tosi.
Induktio-oletus: Oletetaan, ettd jollakin luvun k > 2 arvolla patee k> k% +4.

Induktiovaite: Vaitetaan, etta (k+1)3 > (k+1)2 + 4.

(k+1)3 =k +3k* +3k+1

Induktiovaitteen todistuksessa kaytetty induktio-oletusta

(vasenpuoli k® +3k> +3k+1> k> +4+3k> +3k+1
TALviite (k% +4) + 3k +3k+1— (k+1)2 —4 > 0).

k> +4+3k*+3k+1>k?+2k+1+4=(k+1)? + 4 TAI saatu ehdosta tosi epayhtald.
Osatehtévan erillisohjeet

Alkupiste: Kokeiltu, etté epayhtalo toteutuu jollakin k > 2 arvolla. (Tama piste saattaa hyvin 16ytyd myos
osatehtavasta 8.2 tai 8.3.)

Todistettu induktiovaitetta kayttamatta induktio-oletusta: 1+1+1+1+0+0

Induktio-oletuksessa epaselvaa, etta kyse on jostakin muuttujan k arvosta tai muu epaselvyys induktion
rakenteessa.

Induktion terminologian ei tarvitse olla juuri ylla oleva, kunhan rakenne on selva.

Todistettu epdyhtald kayttamatta induktiota.

riippumaton Kun k < 0, on k3 < 0.
riippumaton k2 + 4 > 0
Osatehtavan erillisohjeet

Esimerkki k:n arvosta, jolla ei toimi.

3 — 22 — 4 TAl idea kahden funktion derivoinnista.

Muodostetaan funktio f(x) = x
f’(z) = 32% — 2 TAI kahden derivaatan 3z ja 2z vertailu.

Osoitettu, ettd f'(z) > 0, kun & > 2 (esimerkiksi derivaatan nollakohdat ovat x = O jaz = %ja funktion
kulkukaavio on muotoa + | — | + TAI f/(z) = z(3z — 2) > 0, kunz > 2).

Kunz > 2, on funktio siis kasvava. Koska f(2) = 0, véite on todistettu.
TAI
Jaetaan luvulla ac2,joka on positiivinen, eli pitaa osoittaaz > 1 + 4/:132.

Koskaz >2>1+ %,témé on selva.

TAI

1p.
1p.
3p.

max 6 p.

1p.

Epayhtalon kasittely hamara

1p.
max 4 p.
-1p.

-0 p.
+0p.

1p,
1p.

+0 p.

1p.

1p.

1p.

2p.
2p.


hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Suorakulmio

hapap
Konekirjoitusteksti
Epäyhtälön käsittely hämärä

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  


-2 =22(x—1)>4,kunz > 2, 2p.

silaz? >4jaz—1>1,kunz > 2. 141 p.
TAI

Muodostettu funktio f(x) = 3 — 2% — 4. 1p.
Ratkaistu nollakohdat ja laskettu testipisteet. 1p.
Paatelty funktion kulku. 1p.
Yhdistetty ylla olevat ja todettu, etta epayhtald patee. 1p.

Osatehtévan erillisohjeet

Pelkka Solve epayhtalosta, vastauksena > 2. 0p.

9. Integraalialgoritmi 12 p.
Tekstissa 9.A on esitetty pseudokoodilla kirjoitettu algoritmi.
1. Minké tuloksen algoritmi antaa, kuna =0,b=1jan = 5?(2p.)

2. Tee taulukkolaskenta- tai ohjelmointitoteutus algoritmille, kun @ = —1, b = 2 jan = 1000. Minka tuloksen se
tassa tapauksessa antaa? (4 p.)

3. Mité integraalia algoritmi approksimoi? Selita muuttujien a, b, m, h, 7, k ja f roolit algoritmissa. (6 p.)

R
k=1f=0+1-$)?+1=2,r=0+2.1=72. 1p.
k=2f=0+2-12+1=2r=2423.1_1
k=3f=(0+3-3)2+1=32,r=04+32.1- 3 1
k=4f=(0+4-1)24+1=4 r=8 L 4 1_3 P-
k=5 f=(0+5-2)2+1=2r=24+2.1=3 (=144)

Osatehtévan erillisohjeet

Pelkkéa oikea vastaus TAI pelkké vastaus 1,04 (indeksivirhe). 1p.
Huolellinen selitys iteraatioista tai kuvakaappaus python-toteutuksesta tai taulukkolaskentatoteutuksesta riittaa
perusteluksi.

Alkupiste: Laskettu f:n kaava, joka riippuu vain k:sta TAI tai laskettu funktion f arvot kaikilla 1l < k < 5. 1p.
riippumaton f:n iteraatiokaava selitetty tai nakyy ymmarrettavissd muodossa. 1p.
riippumaton 7:n iteraatiokaava selitetty tai nakyy ymmarrettdvassa muodossa.
riippumaton Oikea vastaus 6,005. Kaikki tarkkuudet kelpaavat. 1p.
rijpplljmato.nl Nékyvi.ssé pyt.hon-koodi tai kuvakaappaus taulukkolaskentatoteutuksesta (vahintaan
viimeinen rivi, ks. esimerkki alla).

Osatehtavan erillisohjeet

Koodin toteutus yleisilla lukujen a, b ja/tai n arvoilla ilman sijoituksia a = —1, b = 2, n = 1000. p.
Pistevahennys ensimmaiselta rivilta, johon virhe vaikuttaa.

Yleinen virhe: viimeinen iteraatio puuttuu. max 3 p.

Esimerkkikuva Pythonilla tehdysta ratkaisusta


hapap
Ovaali  

hapap
Suorakulmio

hapap
Suorakulmio

hapap
Suorakulmio

hapap
Ovaali  

hapap
Suorakulmio


Python 3 -ohjelmakoodi:

1 import math
2 h-=3/1000

3 r==0

4 k=1

5 while k<1001:

6 f=(=1+kxh)*x2+1
7 r=r + fxh
8 k=k+1

9 print(r)

Kopioi leikepdydille

Tulosteet / virheet:

6.0045044999999995

Esimerkkikuva taulukkolaskennalla tehdysta ratkaisusta

k f r
0
1 1,994009 0,00558203 a -1
2 1,988036 0,01194614 b 2
3 1,982081 0,01789238 h 0,003

Maaritetaan f-sarakkeeseen lauseke =(-1+A3*$G$5)"2+1 ja r-sarakkeeseen lauseke =C2+B3*$G$5. Talldin r-

sarakkeessa lasketaan siis edellinen r-arvo ja uusi f-arvo yhteen.

Viimeinen rivi nayttaa talta: 000 5 60045045

Arvo on siis noin 6,005.

Algoritmi approksimoi integraalin f2_1 (2 + 1) dz arvoa ja

riippumaton integroitava funktio on z? + 1, 1p.
riippumaton a on integroimisvélin alkupiste ja b integroimisvélin loppupiste, 1p,
riippumaton 7 kertoo, kuinka moneen osavaliin integroimisvali jaetaan (ja jokaisella osavalilla pinta-alaa ”

approksimoidaan suorakulmiolla) ja h on osavélin pituus, B
riippumaton 7 laskee osasumman arvoa, eli siihen summataan suorakulmioiden pinta-aloja, 1p.
riippumaton k on laskurin arvo, joka kertoo, kuinka monetta suorakulmiota kasitellaan, 1p:
riippumaton f antaa sen funktion arvon, jota integroidaan. 1p

B2-0sa

10. Positroniemissiotomografia 12 p.

Positroniemissiotomografia (PET) on laadketieteellinen kuvantamismenetelma, jonka avulla voidaan mallintaa sisaelinten
2
toimintaa. PET-kuvan avulla on mahdollista muodostaa aika-aktiivisuuskayra, joka on muotoa f(t) = g(t) + ue’~¢-—%)",

missa u, v, w > 0ja

0, kun t < 0,
gt)=1< a1t +b, kun0<t<w,
ast+be, kunt > w.


hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  


1. Taulukko 10.A sisaltaa eraan PET-kuvan mittausarvot ajan funktiona. Mittaus voidaan mallintaa funktion f avulla,

kunu=%,v=3,w=2,a1 =%,

koordinaatistoon. (4 p.)
2. Miten parametrit u, v ja w vaikuttavat funktion kuvaajaan? (4 p.)

3. Mitk& ehdot parametrien w, a1, b1, as ja by tulee toteuttaa, jotta funktio f on jatkuva? (4 p.)

Kayra osittain oikein (kaksi paloittain maaritellyn funktion palaa).

Kayra silmamaaraisesti oikein.

rippumaton Pisteet silmamaaraisesti oikein.

Oikea lauseke ja pisteiden oikeat koordinaatit ohjelmistoon sydtettyna nakyvissa.
Osatehtavan erillisohjeet

Pisteet asetettu kayralle.

Pisteille polynomisovitus tai splini.

Muuttujana voi olla muukin kuin t.

Huomaa, ettd alustavassa arvostelussa ei valttdmatta ole huomattu, ettd t < O puuttuu. Pisteet: (1+0+1+0).
Pisteet ja funktio piirretty eri koordinaatistoihin.

Alkupiste: Funktio g piirretty oikein.

Esimerkkikuva malliratkaisusta:

by =0,a2 = —i ja by = 3. Piirra funktion f kuvaaja ja mittausarvot

Py = (0, 0) : 5
P,=1(1,27 :
1 ( ) . P2
03
P, = (2, 6.5) : 6
P3; = (3, 3.5) :
P, = (4, 2) : 4 f \ P3
Q
P = (5. 1.7) : o
P,
2 / o Pg =

Ps = (6, 15) : 2P

3-(t-2)° :

- iP
) = S5, (t<0) 1 Lo
-2 0 2 4 6 8

e3f(t72)2 5t :
fo(t) = — <t<2
2( ) 5 + 4 ) (0 st< )

-2
f O ST
t) = - = t

() = S 43 (t22)

Kun u kasvaa, niin funktion huippu nousee (tai suurin arvo kasvaa).
Kun v kasvaa, niin funktion huippu nousee (tai suurin arvo kasvaa).
Kaksi olennaisesti eri havaintoa parametrista w{piste per havainto).

Osatehtévan erillisohjeet

1p.
1p.
1p,
1p.

1p.

1p.

2p.

Esimerkkeja havainnoista parametrin w suhteen: "Parametri w vaikuttaa funktion jatkuvuuteen.”, "Parametri w

vaikuttaa huipun t-suuntaiseen sijaintiin.”, "Parametri w maaraa, milloin funktiossa vaihdetaan lauseketta.”
"Parametrit u ja v muuttavat huipun korkeutta.” Kahdelta ensimmaiselta rivilta yhteensa

Selvasti vaara havainto kohdasta, josta annetaan pisteita, osatehtavasta yhteensa:

1p.
-1p.


hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Suorakulmio

hapap
Ovaali  


Vahan turhaa tietoa (esimerkiksi mita tapahtuu, kun v < 0). -0p.

Kuvakaappaus, jossa negatiivinen parametri tai muuta vikaa. -0 p.
Alkupiste: Testattu eri parametrien vaikutusta esimerkiksi liukusaatimella. 1p.
riippumaton Todettu jatkuvaksi muualla kuin kohdissat = 0 jat = w. 1p.
Vertailtu lausekkeita muutoskohdissat = Qjat = w. |
Johtopaatékset by = 0 ja by = w(a; — a). 1p.
Sovellettu jatkuvuuden maaritelmaa oikein kohdissat = O jat = w.
Osatehtévan erillisohjeet

Yhtélé by = w(a; — ag) missa tahansa muodossa hyvaksytaan. -0p.
Tarkasteltu vain funktion g jatkuvuutta toteamatta eksplisiittisesti, etta se riittaa funktion f jatkuvuuteen. -1p.

11. Nopanheiton opetus 12 p.

1. Eeri haluaa valita kahdesta nopasta paremman. Han heittaa niita kerran ja valitsee nopan, joka antaa suuremman
tuloksen. Jos kumpikin noppa antaa saman tuloksen, han valitsee toisen nopista. Kummassakin tapauksessa Eeri
heittaa valitsemaansa noppaa uudestaan. Milld todennakdisyydelld nopan tulos toisella heitolla on pienempi kuin
ensimmaisella heitolla? (9 p.)

2. Laajasti levinneen uutisen mukaan maailman kymmenen rikkaimman ihmisen omaisuus kaksinkertaistui
koronapandemian kahden ensimmaisen vuoden aikana. Vaite perustui ilmeisesti siihen, etta ajanjakson lopulla oli
laskettu kymmenen rikkaimman ihmisen omaisuuden arvo ja verrattu sitd heidan omaisuuteensa kaksi vuotta
aikaisemmin. Tahan sisaltyy ajatusvirhe, joka tulee esiin my6s Eerin nopanheitossa. Mika se on? (3 p.)

Paremman nopan maarittamisen yhteydessa (ks. osatehtavan eriIIisohjeet) todettu, ettd kahden nopan

1p.
heitossa on 36 vaihtoehtoa TAI alkeistapauksen todenn&kdisyys on 36 P
Suurin silmaluku ja sita vastaavien tapausten lukumaarat oikein:
6]11,5|9,4|7,3]|5,2|3ja1]|1.(1 p. jos kaksi oikein.) P
riippumaton Perusteltu tapausten lukumaarat selityksella tai kuviolla. 2p.
riippumaton Jos suurempi silmaluku on k, seuraavalla kierroksella todennakéisyys heittaa pienemman 5
arvon todennakdisyys on %. (1 p., jos joku tapaus oikein TAI suotuisien tapausten lukumaard on k — 1.) P
Vastaus laskettu omista luvuista oikealla logiikalla (ks. osatehtavan erillisohjeet) 5
11 5 9 .4 7 .3 5 2 3 .1 _ 125 p-
(oikealasku 35 - g+ 35" 5+ 35" 6 T 36 "6 T 36 "5 — 216 ~ 0079
Osatehtavan erlllisohjeet
Vastauksen saa antaa desimaalilukuna; 0,6 tai tarkempi kelpaa.
Rivin 1 pistetta ei saa siitd, jos 36 alkeistapausta tulevat laskettaessa uudelleen heiton todennakdisyyksia
(rivi 4), vrt. alla oleva max 3 -tapaus.
Rivilla 5 "oikealla logiikalla” tarkoittaa muotoa Y _, p(k)p(A|k) tyyppista laskua. Jos kaikki todennakoisyydet
p(k) ovat samat, talta rivilta 1 p.
Rivilla 4 tulkittu "pienempi tai yhtasuuri” ja saatu todennakdisyys ﬁ. (1+2+2+1+2) max 8 p.
Alussa on heitetty vain yhdella nopalla ja laskettu = (6 + 4 —|— + + 6) = =%.(0+0+0+2+1) max 3 p.
AIussa on heitetty vain yhdelld nopalla, 6 X 6 taulukosta laskettu 15 suotuisaa tapausta ja vastauksena % )
max 2 p.

ta| =5 . (0+0+0+1+1)

Oikea ohJeImakoodl 8 p. ja selitys 1 p.
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Ovaali  

hapap
Suorakulmio

hapap
Suorakulmio
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Suorakulmio

hapap
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Uskottava huomio 10 rikkaimman omaisuuksien muutoksesta (esimerkiksi: “"Maailman kymmenen rikkaimman

ihmisen yhteenlaskettu omaisuus voi kaksinkertaistua, vaikka osalla heista omaisuuden arvo laskisi”). (Tp)

Samat ihmiset eivat valttamatta olleet 10 rikkaimman joukossa kaksi vuotta sitten. 1p.

rippumaton Mita enemman omaisuus kasvaa, sita todennakodisemmin paatyy 10 rikkaamman ihmisen listalle

1p.
TAI esitetty jarkeva analogia 10 rikkaimman ihmisen listan ja Eerin nopan heiton valilla. P

Osatehtavan erillisohjeet

Esimerkki 3 pisteen vastauksesta:
"Kymmenen rikkaimman joukossa on todenndakdisesti niitd, joiden varallisuus on kasvanut merkittavasti kahden
vuoden aikana, eika niita, joiden omaisuus on kasvanut vahemman.”

Lisatieto: Tehtdvassa kasitellaan "regression towards the mean” -ilmidta. Tassa tapauksessa se ilmenee
seuraavasti. Kummassakin tapauksessa tutkittava joukko valitaan sen perusteella, etta tutkittavan muuttujan
arvot ovat suuria. Jos muuttujan arvo on suuri sattumalta (kuten nopanheitossa), niin se todennakdisemmin
pienenee. Rikkaiden ihmisten joukossa tama tarkoittaa, etta ne, joiden omaisuus on suuri, kun lista laaditaan,
ovat todennakdisemmin niitd, joiden omaisuus vahenee tavallista enemman kun mennaan ajassa taaksepain,
eli toisin sanoen niita, joiden omaisuuden arvo on kasvanut tavanomaista enemman.

12. Polynomikonstruktio 12 p.
Anna esimerkki polynomista P(m) joka toteuttaa seuraavat ehdot:

Yhtélélla P(z) = 1 on tasmalleen kaksi erisuurta ratkaisua, ja yhtalollda P(z) = —1 on ainakin nelj erisuurta ratkaisua.

e . Laskut puuttuvat s s : : .
Taysien pisteiden arvoinen ratkaisu sisaltaa laskut, joista voidaan nahda, etta esimerkki toteuttaa vaaditut ehdot. Graafinen

perustelu tai yhtalon ratkaisukaskyn kaytto eivat yksinaan riita taysiin pisteisiin.

Vastauksena annettu yksi vahintaan neljannen asteen polynomi TAI todettu, etta lahdetaan etsimaan
vahintaan neljannen asteen polynomia TAI vahintadan neljannen asteen polynomiperhe, jonka kertoimia 1p.
pyritdan maarittamaan.

Vastauksessa tutkitaan yhtéléita P(z) = 1 ja P(x) = —1 algebrallisesti tai graafisesti TAI tutkitaan
funktion kulkua (esimerkiksi perustelemattomalla kulkukaaviolla) TAI piirretty ohjelmistolla polynomin 1p.
kuvaaja, ja kuvasta nakyy silmamaaraisesti, ettd annettu polynomi toteuttaa vaaditut ehdot.
Osoitettu, ettd yhtalélla P(z) = 1 on tasmélleen kaksi ratkaisua JA etta yhtalslla P(x) = —1 ainakin nelja e
ratkaisua. Pistejaon tdsmennys kummankin yhtaldn osalta alla. P-
Pistejaon yleispiirteet:
P(z) = —1:2 p. ensimmadisestd ratkaisusta, 1 p./ratkaisu lopuista 0+5 p.
P(z) = 1 on ainakin kaksi erisuurta reaalista ratkaisua 2 p./ korkeintaan kaksi erisuurta reaalista 540
ratkaisua 3 p. P-
Pistejako tarkemmin (pisteet annetaan sen rivin mukaan, mika antaa parhaat pisteet):
Likiarvoratkaisu ohjelmistosta vahintaan neljannen asteen yhtalolle TAI graafinen ratkaisu (ratkaisut 1
merkitty edes silméamaaraisesti) TAI laskettu vain derivaatan nollakohdat ja muodostettu kulkukaavio. P-
Tarkka ratkaisu ohjelmistosta vahintaan neljannen asteen yhtaldlle. 2p.
Ratkaistu yli 3. asteen yhtald valivaiheessa ohjelmistolla. 3p.
Matemaattisesti perusteltu paattely, jossa hyvaksytaan:

e 3. asteen yhtalon ratkaiseminen valivaiheena ohjelmistolla. 5p

e likiarvot vélivaiheissa, jos paattely silti tdsmallinen (esimerkiksi Bolzano).

Tehtéavan erillisohjeet

Pisterivin 5+5 pisteet voi saada vain, jos yrittaa saada kummatkin ehdot toteutumaan samalle polynomille
(eli yleensa ei voi saada 0+5 tai 5+0).
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Konstruktiiviset ratkaisut arvioidaan saman ohjeen ja pistejakauman mukaan.

Konstruktiossa asetettu funktiolle ja derivaatalle arvoja ilman auki kirjoitettua selitystd, miksi ne takaavat

vaaditut ehdot (P(x) = 1 ja P(z) = —1) (kummastakin ehdosta erikseen —1 piste). max 11 p.
Vastauksena kaksi eri polynomia, yksi kummallekin ehdolle. 0p.
Ratkaistu lineaariset yhtaloryhmat ja toisen asteen yhtalot ohjelmistolla. -0 p.
Ratkaistu ohjelmistolla yhtaldita tarkistusmielessa. -0 p.
Polynomi saatu sovittamalla pisteisiin. +0 p.
Alkupiste: Hahmoteltu tilanne graafisesti kuvaajalla seka suorillay = 1 ja y = —1 (polynomin lauseke

puuttuu tai on vaaranlainen). Jos vastaus ei kasittele vahintdan neljannen asteen polynomia, ei tehtavasta 1p.

anneta muita pisteita.

13. Integraalin ja raja-arvon jarjestyksen vaihto 12 p.

1—s
Olkoon f(z,s) = ,kun 0 < s < 1ja0 < z < 1. Tarkastellaan vasemmanpuoleista raja-arvoa lim, jota
(14 2% —2sx)? s—1
joskus merkitaan lim .
s—1"

1
1. Maarita g(z) = lin} f(z,s)kaikila0 <z < 1,ja Iaske/ g(z)dz.3p.)
§— 0

1
2. Méaarit sellainen zy < 1, ettd f(xo, s) = f(1,3),]a Iaske/ f(zo,s)dz. (3p.)
)

3. Osoita, ettd f(z,8) > f(xo, s), kun x € [zg, 1] jazp on mééritetty osatehtavassa 13.2. (3 p.)

1 1
4. Osoita, ettd / lim f(z,s)dz #+ lim/ f(z,s)dz.3p.)
0 s—1 s—1 0

Yritetaan laskea raja-arvoa oikeassa kohdassa ja oikean muuttujan suhteen. 1p.
1 T 1—s _

9(z) = lim, 4 f(z,8) = lims ooy = Okun0 <z < 1) 1p.

siispa [ g(«) dz = 0. Tp.

Taman ratkaisun erillisohjeet

1—s

Lisatieto: Kun z = 1, niin lim z,8) = lim —— =
’ s—1 f( ’ ) s—+1 (1+12—251)

. vl 1—s 1—s e eiieeee .
= . 2—-2
Ratkaistaan yhtalo (et _2m2) e —2s 1) Koska nimittajissa s> 0ja
h(z,8) =1+ 2% —2sz > 1+ 2% — 2z = (1 — x)? > 0, yhtalé voidaan sieventad muotoon p.

x? — 2sx = 1 — 2s, joka voidaan kirjoittaa tulona (1 — z)(z + 1 — 2s) = 0.

Nyt z = 1 tai x = 2s — 1. Kysytty arvo on siis £g = 28 — 1, ja funktion arvo tissa pisteessa on

f(2s—1,s) = f(1,s) = (21_;22)2 Tp.
) 1 —s —s —s 2(1—s)?
Integraalion [, —1ts do = 2Lt (1—ag) = Gt (1— (25— 1)) = ﬁ =1 p.

Kiinteslla s on h(z, s) = x? + 1 — 2szx ylospain aukeava paraabeli ja

h(zg,s) = h(2s—1,8) = (2s —1)2 +1—2s(2s — 1) = —2s + 2 = h(1, s), 1p.

joten h(z, s) < h(zo, s) kaikilla z € [z, 1].
Koska lisaksi h(z,s) = 22 —2sz + 1 > (1 —x)2 > 0, on h(z, s)? < h(z0, 5)? kaikilla z € [z, 1]. 1p.
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Koska f(z) = - ==, niin f(z, 8) > f(xo, s) kaikilla z € [z, 1].

Arvioidaan lim,_,1 fo f(z,s)dz > limy_yy f f(z,s)dz > lims_y f2(1 2.9; - %

Nyt raja-arvot ovat erisuuret, silld f(l) limg ,; f(z,8)dx = ftl] g(z)dz = 0.
TAI Ohjelmistolla tehdyt ratkaisut

=5 ja g(x) = lim,_,1_ f(, s) jostag(z) = 0

Madritellaan tarkasteltava funktio oikein f(z, s) := —(1+ 2 9.075)
T4—2-3-8

kun0 <z <1

Siispa fé g(w) dx = 0. Tahan pisteeseen funktion f taytyy olla oikein madritelty ja g saatu
vasemmanpuoleisena raja-arvona.

Taman ratkaisun erillisohjeet

Jos raja-arvo ei ole vasemmanpuoleinen TAI funktion g lauseketta ei ndy (edes muodossa lim f = 0,
g = lim f).

Jos muuttujien valiin ei ole laitettu kertomerkkia, saattaa ohjelmisto tulkita tulon s muuttujana xs. Tassa
osatehtavassa virhe ei ndy selvasti. Siksi tastd osatehtdvasta ei vahennysta, mutta talla maarittelylla jatkosta ei
voi saada pisteista.

solve(f(xo,s) = f(1,8),z0),jostazg = £Vs2 +2s—3+s, g =2s—1, 9 = 1.
Naista vain g = 28 — 1 kelpaa, koska g < 1 ja juurrettava on tarkasteluvalilla negatiivinen, silla
solve(s? +2s —3 < 0,s),josta —3 < s < 1.

fés_l f(2s—1,8)dz = %

Taman ratkaisun erillisohjeet

Vaara maarittely johtaa "ratkaisuihin” g = ++v/4sx — 3, o = =+1.

Yhtépitavésti voidaan tutkia funktiota g(z, s) := f(z, s) — f(2s — 1, s). Etsitdan derivaatan
4(s—1)(s—
k(xas) = %g(ma S) = 2l

Goa—aio1) nollakohdat solve(k(z, s) = 0, ), jostax = stais =1,
s kuuluu tarkasteluvélille, silld solve(2s — 1 < s < 1,z), jostas < 1.

Koska g(2s — 1,8) = 0jag(s,s) =

4( +1)2 , on erotuksen pienin arvo 0 ja epayhtald patee

Taman ratkaisun erillisohjeet

Vaaran maarittelyn antamat ratkaisut g eivat ole mielekkaita tassa osatehtavassa.

Arvioidaan limg_,1 fo f(z,s)dz > limy_yy f f(z,s)dz > lims_y f2(1 2.9; - %

Nyt raja-arvot ovat erisuuret, silld f(l) limg ,; f(z,8)dx = ftl] g(z)dz = 0.
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