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Hyvan vastauksen piirteet: FI - Matematiikka, lyhyt
oppimaara

22.3.2023

Lopulliset hyvan vastauksen piirteet 16.5.2023

Lopullisista hyvan vastauksen piirteista ilmenevat perusteet, joiden mukaan koesuorituksen lopullinen arvostelu on
suoritettu. Tieto siitd, miten arvosteluperusteita on sovellettu kokelaan koesuoritukseen, muodostuu kokelaan
koesuorituksestaan saamista pisteista, lopullisista hyvan vastauksen piirteista ja lautakunnan maarayksissa ja ohjeissa
annetuista arvostelua koskevista maarayksista. Lopulliset hyvan vastauksen piirteet eivat valttamatta sisalla ja kuvaa
tehtavien kaikkia hyvaksyttyja vastausvaihtoehtoja tai hyvaksytyn vastauksen kaikkia hyvaksyttyja yksityiskohtia.
Koesuorituksessa mahdollisesti olevat arvostelumerkinnat katsotaan muistiinpanoluonteisiksi, eivatka ne tai niiden
puuttuminen nain ollen suoraan kerro arvosteluperusteiden soveltamisesta koesuoritukseen.

Hyvasta suorituksesta nakyy, miten vastaukseen on paadytty. Ratkaisussa on oltava tarvittavat laskut tai muut riittavat
perustelut seka lopputulos. Arvioinnissa kiinnitetdan huomiota kokonaisuuteen, ja ratkaisu pyritdan arvioimaan
kolmiosaisesti: alku, valivaiheet ja lopputulos. Laskuvirheet, jotka eivat olennaisesti muuta tehtavan luonnetta, eivat
alenna pistemaaraa merkittavasti. Sen sijaan tehtévan luonnetta muuttavat lasku- ja mallinnusvirheet saattavat
alentaa pistemaaraa huomattavasti.

Matemaattiset ohjelmistot ovat kokeen apuvalineita, joiden roolit arvioidaan tehtavakohtaisesti. Jos ratkaisussa on
kaytetty ohjelmistoja, sen on kaytava ilmi suorituksesta. Analysointia vaativien tehtavien ratkaisemisessa pelkka
ohjelmistolla saatu vastaus ei riitd ilman muita perusteluja. Sen sijaan ohjelmasta saatu tulos yleensa riittaa
rutiinitehtavissa ja laajempien tehtavien rutiiniosissa. Tallaisia ovat esimerkiksi lausekkeiden muokkaaminen,
yhtaldiden ratkaiseminen seka funktioiden derivointi ja integrointi.

Miten pisteytysohjeita luetaan

e Ohjeen rakenne
o Ohjeessa riviksi kutsutaan kokonaisuutta, joka paattyy oikeassa sarakkeessa olevaan pistemaaraan.

o Rivin useat pisteet on erotettu /-merkilla. Epaselvissa tapauksissa on suluissa eritelty, mista osasta saa
mitakin pisteita.
o FErittelya ei ole, jos rivilla on saman verran laskuja kuin pisteita, talloin yksi piste laskua kohden.

o Jos rivilla on yksi lasku ja siihen liittyva sanallinen perustelu, niin puolet pisteista (pyoristettyna ylos) saa
laskusta ja loput perusteluista.

o Jos rivilla on vain yksi lasku tai kaava ja useampi piste, saa osapisteet riittavan hyvasta yrittamisesta
(esim. derivaatan laskeminen osittain oikein).

o Rivilla suluissa oleva lasku tai perustelu on lisatietoa, eika sita vaadita pisteiden saamiseen.

o Suluissa olevat pisteet saa joko tayttamalla sen rivin ehdon tai seuraavalta rivilta, jos seuraava rivi on
kunnossa, eika kay eksplisiittisesti ilmi, etta edellinen rivi on tehty vaarin.

¢ Yleensa laskuvirhe vahentaa pisteita siita rivistd, johon se kohdistuu, mutta myéhempien rivien pisteet voi
saada, jos tekee laskut/paattelyt oikein omille luvuille. Poikkeukset on merkitty tekstilla tdsmalleen. Nama
pisteet saa vain, jos tdma askel ja myos edeltavat askeleet on oikein suoritettu. Huomaa, etta teksti tasmalleen
tarkoittaa sita, etta kaikkien niiden rivien, jotka eivat ole riippumattomia, taytyy olla perusteluineen kunnossa.
(Talldin ratkaisussa on ekvivalenttia muotoilua vaille ohjeeseen merkitty luku/lauseke/tms.) Tdma ei vaikuta
pyoristysten pisteyttamiseen. Jos esimerkiksi vastausrivilla lukee tasmalleen 37, niin myds 37,5 ja 40
kelpaavat. Tekstilla melko tasmalleen merkitseminen tarkoittaa sita, etta luvut ja laskut pitaa olla kunnossa,
mutta perusteluissa ja selityksissa voi olla puutteita.
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¢ Rivien riippuvuus toisistaan

o Yleensa pisteytys on kirjoitettu ratkaisun matemaattisen etenemisen mukaisesti ja (tdysia) pisteita
annetaan vain perustelluista askeleista. Jos rivit ovat ilmeisen riippumattomia toisistaan (esim. laskettu
eri funktioiden derivaatat), niin pisteet annetaan suoritusjarjestyksesta riippumatta ilman eri merkintaa.

o Jos vastaus on kirjoitettu ennen perusteluja, tarkoittaa se, ettd pelkasta (oikeasta) vastauksesta saa jo
pisteita.

o Merkinta ylldolevista riveista riippumaton piste tarkoittaa, etta rivin pisteet voi antaa edella olevista
riveista rilppumattomasti; seuraavat rivit edellyttavat tata rivia normaaliin tapaan.

o Merkinta riippumaton tarkoittaa, etta rivin pisteet voi antaa edelld olevista riveista riippumattomasti;
seuraavat rivit eivat edellyta tata rivia.

o Merkinta Johtopaatdoksena: korostaa, etta kyseiset pisteet saa vain, jos aiemmat perustelut ovat
kunnossa.

e Terminologiaa

o "Vastaus riittaad" tarkoittaa, etta oikeasta vastauksesta annetaan pisteet myds ilman perusteluja. Jos
vastaus on vaarin, voi pisteitd saada normaalien periaatteiden mukaisesti perustelujen perusteella.

o "Alkupisteitad" tarkoittaa, etta tasta voi antaa rivin pisteet, jos ei muualta saa pistetta. Tata pistetta ei siis
voi yhdistaa muihin pisteisiin.
o "maxN" tarkoittaa, ettd tdman tyyppisesta ratkaisusta annetaan N pistettd, mikali siina ei ole muita
virheita.
o "Vastaus vain likiarvona'" tarkoittaa, etta ratkaisussa ei ilmene lainkaan vastauksen tarkkaa arvoa.
Seuraavat vahennykset ovat tehtdvakohtaiseen pisteohjeeseen toissijaisia. Yhteen tehtavaan voi soveltaa useaa
vahennystd, mutta ansaittuja pisteita ei voi menettaa.
 Vastaus oikein, muttei pyydetyssd muodossa (esim. tarkkuus, yksikk6) —1 p.
* Vastaus sieventamatta loppuun asti sievennystehtavassa (esim. el, In(e) tai 40) —2p.
o Vastaus sieventdmattd muussa tehtdvassa (esim. el, ln(e) tai 40) —1p.

» IImeiset ndppailyvirheet esityksessa (esim. = 2, y04), tai nappailyvirheet, jotka korjataan heti seuraavalla
rivilla —0 p.

* Vastauksessa kopiointivirhe —1 p.
* Vilipyoristyksessa ei yhtd enemman merkitsevid numeroita kuin vastauksessa —1 p.

Seuraavat vahennykset ovat tehtavakohtaiseen pisteohjeeseen toissijaisia. Yhteen tehtavaan voi soveltaa useaa
vahennysta, mutta kutakin korkeintaan kerran.

¢ Matemaattisesti puutteellinen merkinta (esim. puuttuvat sulut, mutta laskettu oikein; =-merkin ketjutus,
m? ilman m). Huom.! Tilanteesta riippuen epastandardi merkinta voidaan hyvaksya selitettyna. —1 p.

e Ratkaisusta puuttuu oleellisia selityksia (lukija joutuu arvaamaan, mita ratkaisussa esiintyvat luvut tarkoittavat)
TAI perustelut ja johtopaatokset on esitetty taysin irrallisina (lukija joutuu yhdistelemaan eri puolilla ratkaisua
olevia lauseita) —1 p.

e Ratkaisussa merkittavasti ylimaaraista tekstia/laskuja (lukija joutuu paattelemaan, miten annetuista tiedoista
muodostuu ratkaisu) —1 p.

Kolmisarakkeisen lukuohjeet:

¢ Ideasarakkeesta saa pisteet, jos on ryhdytty tekemaan mainittua asiaa, vaikka toteutus olisi puutteellinen.
¢ Lasku tai kaava toteutussarakkeessa ndyttad, milta idea oikein toteutettuna ndyttaa.

» Pysdytysehto: jokaiselta riviltd saatava vahintaan puolet rivin pisteista pydristettyna alaspain, jotta voi jatkaa.

https://tiedostot.ylioppilastutkinto.fi/kokeet/2023-03-22_N_fi/grading-instructions.html 2/18



6/6/23, 3:08 PM Hyvan vastauksen piirteet: FI — Matematiikka, lyhyt oppimaara

¢ Jos pysaytysehto ei toteudu, eli seuraavien rivien pisteita on vield jaossa, on seuraavilta riveiltd saatavissa kaikki
pisteet, joissa ei ole eksplisiittista estetta sille, miksi niita ei voisi saada.

Sisallys

A-osa

1. Perusyhtaléita 12 p.
2. Yhtaloiden ratkaisut 12 p.
3. Prosentteja 12 p.
4. Tasakylkinen kolmio 12 p.
B1-osa

5. Erikoiset mittayksikot 12 p.
6. Lahjavero 12 p.
7. Kolikko ja noppa 12 p.
8. Paraabelin tangentti 12 p.
9. Alypuhelinten kayttoika 12 p.
B2-osa

10. Hirsitalo painuu kokoon 12 p.
11. Reunapalat 12 p.
12. Peruskoulujen lukumaara Suomessa 12 p.
13. Kuvaajat ja derivaatta 12 p.
Koe yhteensa 120 p.
A-0sa

1. Perusyhtaloita 12p.

Alla on kuusi osatehtavaa 1.1-1.6. Kirjoita kunkin osatehtavan vastauskenttaan pelkka laskun lopputulos ilman valivaiheita ja
perusteluja. Jokaisen osatehtavan vastaus on kokonaisluku.

Tehtavassa ei voi kayttaa kuvakaappauksia eikd kaavaeditoria. Kunkin vastauksen maksimipituus on 5 merkkia. Vastaukset
arvostellaan tietokoneavusteisesti, ja ohjeiden noudattamatta jattaminen voi johtaa pistevahennyksiin. Jokaisesta
osatehtavasta voi saada 2 pistetta.

1.1 Laske 2p.

¢ 55(2p.)

1.2 Yhtalon bx — 2 = 13 ratkaisuon 2 p.

. 32p)

1.3 Suora y = —2x + 14 leikkaa x-akselin, kun 2 p.
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c 7(2p)
14 (laskettu milloin suora leikkaa y-akselin) 1p.
(7,0) 1p.
y="7 1p.
+7, tms. 1p.

1.4 Yhtalon 22 = 8z suurempi ratkaisu on 2 p.

e 8(2p.)

0 1p.
0tai 8 1p.

1.5 Potenssiyhtalon 3 = 64 ratkaisu on 2 p.

.« 42p)

1.6 Eksponenttiyhtalon 2% — 128 = 0 ratkaisu on 2 p.
.« 7(2p.)

Tehtéavan erillisohjeet
Kussakin kohdassa —1, jos merkkiméaara ylittyy tai esim. kirjoitettu valivaiheita.

2. Yhtaloiden ratkaisut 12 p.

1. Ratkaise yhtalopari

{x+y=8
20 —y=1.

(4p.)

2. Ratkaise yhtalo 222 — %:B + i = (. Anna suurempi juuri tarkkana arvona sievennetyssa muodossa ja pienempi juuri

likiarvona kahden desimaalin tarkkuudella. (8 p.)

Laskettu puolittain yhteen tai ratkaistu yksi muuttuja toisen avulla. 1p.
Saadaan 3z = 9, joten £ = 3 (tai ratkaistu y = 5). 1p.
Sijoitetaan tdma ensimmaiseen yhtaléon, jolloin saadaan y = 5 (tai x = 3). 2p.
TAI

Vastaus x = 3jay = 5. 1p.
Tarkistukset sijoittamalla molempiin yhtaldihin (1 p./yhtalo).
Perusteltu yksikasitteisyys.
Kerrotaan yht&l6 puolittain neljall4, jolloin saadaan 822 — 10z + 1 = 0. (1p)
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Kaytetaan toisen asteen yhtalon ratkaisukaavaa, jolloin ratkaisuiksi saadaan

. 10+4/(—10)*—4-8-1 (_ 5+v17 )
— (===

. (Idea lukuarvaoilla ja onnistunut sijoitus: 1+2)

2:8
2,5+4/425
Sievennetty suurempi juuri: 5+;3/1_7 ( 7 tai vastaava 1 p.). 2p.
Pienemman juuren likiarvo: [5_;3/ﬁ %] 0,11. (Tama tarkkuus vaaditaan.) 2 p.

Osatehtavan erillisohjeet

Ensimmaisen rivin suluissa olevan pisteen voi saada, jos toiselta riviltd saa vahintaan yhden pisteen, eika
ensimmainen rivi ole vaarin.

Likiarvossa muu tarkkuus tai toinen desimaali vaarin. -1p.
Molemmat likiarvoina Speedcrunchilla: 1+2+0+2 max 5 p.
Siirrytty likiarvoihin ennen toisen asteen yhtalon ratkaisukaavaan sijoitusta: 1+1+1+2 max 5 p.
Ratkaisukaavan sisalla esiintyy x, kun kokelas ei ole tehnyt ensimmaista rivia max 0 p.

Koska tehtavanannossa ei erikseen pyydetty kertomaan, kumpi juurista on suurempi ja kumpi pienempi, riittaa
antaa suurempi juuri tarkassa ja sievennetyssd muodossa ja pienempi likiarvona.

3. Prosentteja 12p.

1. Vuonna 2019 sairaanhoitajan keskimaarainen kuukausipalkka oli 2 535 euroa. Eras sairaanhoitaja sai 6 prosenttia
keskimaaraista parempaa palkkaa. Hanen nettopalkkansa, eli tilille kuukausittain maksettava summa, oli
1777,25 euroa. Kuinka monta prosenttia palkasta meni veroihin ja muihin pidatettaviin maksuihin? (6 p.)

2. Vuonna 2021 koronaviruskotitestin arvonlisavero oli 24 % ja myyntihinta 5,60 euroa. Tutkijaryhma ehdotti testien
arvonlisaveron alentamista 10 %:iin. Kuinka paljon tuote maksaa, jos tallainen veron muutos siirtyy taysimaaraisesti
hintaan? (6 p.)

Sairaanhoitajan palkka on 1,06 - 2 535(= 2 687,10) euroa. Pisteiden jakautuminen: kerroin 1,06 1 p. ja oikea

2p.
tulo 1 p. P
Pidatysprosentti on siis 26872’1&_7’117077’25« = 29(?:%?150 = 0,33859 -+ ~ 34 %. Pisteiden jakautuminen: oman
bruttopalkan ja nettopalkan erotus 1 p., erotuksen ja bruttopalkan osamaara 1 p., ssamaaran tulog 1 p.| tulos 4p.
muutettu prosenteiksi ja pyoristetty T p.
TAI
Sairaanhoitajan palkka on 1,06 - 2535 (= 2 687,10) euroa. Pisteiden jakautuminen: kerroin 1,06 1 p. ja oikea )
tulo 1 p. P-

177725
Nettopalkan osuus bruttopalkasta on 5ez5 (=0,6614...) 2p.
- . 1777,25 -

Pidatysprosentti on 1 — gez7s (=0,33859...) ~ 34 %. 2p.
Osatehtavan erillisohjeet
Erikoistapaus: Toisella pisterivilla kaytetty laskussa bruttopalkkana lukua 2 535. Pisteiden jakautuminen: pisteet max 2
erotuksesta ja osamaarasta, toiselta rivilta: P-
Kotitestin veroton hinta on %. Pisteiden jakautuminen: kerroin 1,24 tai 0,24 1 p., veroton hinta -1,24 = 5,6
1 p.,Josaméaara 5,6/1,24 1 p.)(Jos ratkaisussa kéytetaan yhtaloa: Veroton hinta x ja myyntihinta 1,24 1 p., 3p.

yhtalo 1,24z = 5,601 p., 7 = 4,5161...1 p.)
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Kun arvonlisavero on pienempi, hinta on siis i% - 1,1 & 4,97 euroa. Vain tdma tarkkuus hyvaksytaan.

Pisteiden jakautuminen: kerroin 1,1((1 p. riippumaton piste), veroton hinta luvulla 1,1 kerrottu 1 p.)vastaus ja 3p.
pyoristys sentin tarkkuuteén 1 p.

Osatehtavan erillisohjeet

Veroton hinta pyoristetty arvoon 4,52 -0 p.
Erikoistapaukset:

5,6 -1,1 =6,16 euroa max 1 p.
0,76 - 5,6 - 1,1 = 4,68 TAI 0,76 - 5,6 ~ 4,26 ja 4,26 - 1,1 =~ 4,69 (0+3) max 3 p.
0,86 - 5,6 ~ 4,82 0 p.

4. Tasakylkinen kolmio 12p.

Kolmion ABC sivut AB ja AC ovat 6 senttimetria pitkia, ja niiden valinen kulma on ¢v. Piste D sijaitsee sivulla A B niin, etté
jana C'D on kohtisuorassa sivua A B vastaan.

1. M&aritd janan C'D pituus, kun o = 30°. (4 p.)
2. Maarita sellainen @, ettd kolmion BC'D pinta-ala on puolet kolmion A BC pinta-alasta. (4 p.)

3. Méaarita janan C'D pituus, jos kolmion BC'D pinta-ala on kolmasosa kolmion ABC pinta-alasta. (4 p.)

Hahmotettu kysymys oikein (esimerkiksi kuva suorakulmaisesta kolmiosta AC'D, jonka terdvét kulmat ovat

30 astetta ja 60 astetta). Taman pisteen saaminen edellyttaa sita, etta vahintaan implisiittisesti kay ilmi, etta
K : . : - . ) N (1p)
ysymys on suorakulmaisesta kolmiosta, esimerkiksi kolmioon on myéhemmin yritetty soveltaa Pythagoraan
lausetta tai trigonometriaa.
Koska kolmion hypotenuusan pituus on 6 (cm), (1p.)
. ° CD
saadaan janan C'D pituus yhtalésta sin 30° = |—6|, 1p.
joten kysytty pituus on tasmalleen 3 (cm). 1p.
Kolmioilla on sama korkeus TAI hyva kuva TAI pienempien kolmioiden pinta-alat yhtasuuret TAI yhtald ()
1 _1 1 p-
1IDB|-|CD| = § - }|4B|-|CD|.
Piste D jakaa janan A B kahteen yht3 pitkddn osaan. 1p.
AD
Muodostettu esimerkiksi yhtalé cos o = ﬁ = 3/6. 1p.
Ratkaistu yhtal6 ja saatu kulman suuruudeksi tdsmalleen 60 astetta TAI tismalleen 7r/3 radiaania. 1p.
TAI
Kolmioilla on sama korkeus TAI hyva kuva TAI pienempien kolmioiden pinta-alat yhtasuuret TAI yhtalo (1)
1 _ 1.1 p.
1DB|-|CD| = 1. 1|AB|-|CD|.
Piste D jakaa janan A B kahteen yhté pitk&an osaan. 1p.
Paatelty, ettd pienet kolmiot BC'D ja AC'D ovat yhdenmuotoisia. 1p.
Perusteltu, ettd kolmio ABC on tasasivuinen ja saatu kulman suuruudeksi tdismélleen 60 astetta TAI tismalleen ]
7/3 radiaania. P-
Osatehtdvan erillisohjeet
Oikea arvaus ja tarkistus (voi saada vain 0 tai 2 p.) 2p.

https://tiedostot.ylioppilastutkinto.fi/lkokeet/2023-03-22_N_fi/grading-instructions.html 6/18


hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Suorakulmio

hapap
Suorakulmio

hapap
Suorakulmio

hapap
Suorakulmio

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  

hapap
Ovaali  


6/6/23, 3:08 PM Hyvan vastauksen piirteet: FI — Matematiikka, lyhyt oppiméaéara

. arx 2 |BD 1
Oikea yhtald, esimerkiksi TaB = 3 1p.
Paatelty, ettd |AD| = 4 (cm). 1p.
Oikein tehty sijoitus Pythagoraan lauseeseen: 1/6% — 4% (= 1/20). 1p.
|CD| = 24/5 TAI = /20 TAI &~ 4,4721 ... (cm) (4 tai tarkempi vastaus kay). 1p.

Osatehtavan erillisohjeet

Alkupiste hyvasta kuvasta. 1p.

Tehtavan erillisohjeet

Pelkka vastaus 0p.

B1-0sa

5. Erikoiset mittayksikot 12 p.

Tama tasta -ajankohtaishuumoriohjelman jaksossa 119 kerrottiin, etta Helsingin alle mahtuu huoltotunneleihin ja muihin
tiloihin 500 eduskuntataloa. Eduskuntatalon tilavuus puolestaan kuvailtiin seuraavasti: "Tavallinen kylpyamme, jollainen voi olla
kotona tai hotellihuoneessa, on tilavuudeltaan noin 300 litraa - - Jos sinulla on 120 000 tallaista kylpyammetta, niin ne tayttavat
neljdsosan eduskuntatalosta."

1. Mika on eduskuntatalon tilavuus kuutiometreina? (6 p.)

2. Usein kuulee verrattavan pinta-aloja jalkapallokenttien kokoon. Jalkapallokenttad on suorakulmio, jonka sivujen pituudet
ovat 105 metria ja 68 metria. Oletetaan, etta huoltotunnelit ja muut tilat ovat suorakulmaisia sarmiéita. Jos
huoltotunnelien ja muiden Helsingin alla olevien tilojen korkeus on keskimaarin 4,0 metrid, niin mika on niiden pohjien
yhteenlaskettu pinta-ala jalkapallokenttinad mitattuna? (6 p.)

riippumaton Yksikkdmuunnos tehty oikein litroista kuutiometreiksi. 1p.
120 000 kylpyammeen tilavuus on 300 - 120 000 (litraa), (1p.)
joten eduskuntatalon tilavuus on 300 - 120 000 - 4 2p.
omasta mielekk&asta tilavuuslaskusta oikea tulos (= 144 000 000 1). 1p.
Vastaus melko tasmalleen 144 000 (m3) TAI melko tasmalleen &~ 140 000 (m?) TAI melko tasmalleen ]

~ 100000 (m?). Vain ndma tarkkuudet hyvaksytaan. B
Osatehtavan erillisohjeet

Pelkka vastaus 0p.
Selityksia ei vaadita.

Huoltotunnelien tilavuus on 500 - 144 000 = 72 000 000 m3. 2 p.
Niiden pohjien yhteispinta-ala on siis %4000%) = 18000000 m?. 1p.
riippumaton Yhden jalkapallokentan pinta-ala on 105 - 68 m?, (1p)
joten huoltotunnelien yhteispinta-ala on % (~ 2521) 1p.
~ 2500 TAI & 3000 jalkapallokentt&a. (Vain ndmaé tarkkuudet hyvéaksytaan.) 1p.
TAI

Huoltotunnelien tilavuus on 500 - 144000 = 72000000 m3 2 p.
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riippumaton Yhden jalkapallokentan pinta-ala on 105 - 68 m? (1p.)
4 metria korkean jalkapallokentan tilavuus on 4 - 105 - 68 m3, 1p.
joten huoltotunneleihin menee 12_(1]8(5)%); (~2521) 1p.
~ 2500 =~ 3000 jalkapallokenttda. (Vain nama tarkkuudet hyvaksytaan.) 1p.
Osatehtavan erillisohjeet

Jos lahtdarvo on pydristetty ja siind on korkeintaan kaksi merkitsevaa numeroa. max 5 p.
Jos ratkaisussa on vain laskut ilman selityksia. max 5 p.

Lahtdarvon virhe periytyy osatehtadvasta 5.1 (kdytetty tarkkaa tai vahintaan kolmen merkitsevan numeron

6 p.
tarkkuutta). max o p

6. Lahjavero 12p.

Lahjaveroa on maksettava, kun omaisuus siirtyy toiselle henkilélle lahjana ja lahjan arvo on 5000 euroa tai enemman.
Lahjavero maaraytyy taulukossa 6.A esitetyn mukaisesti. Tarkastellaan tilanteita, joissa annetaan vain yksi lahja.

1. Mika on 80 000 euron lahjan veron maara? Kuinka monta prosenttia tasta lahjasta maksetaan veroa? (6 p.)

2. Kuinka suuresta lahjasta maksetaan 4 000 euroa lahjaveroa? (6 p.)

Lahjaveron maara on 4700 + (80 000 — 55 000) - 0,12 = 7700 (euroa). 3p.
Veroprosentti on siis 870 700& = 0,09625 ~ 9,6 %. 3p.
TAI
Alarajan ylittdva osa on 80 000 — 55 000 = 25 000. 1p.
Alarajan ylittavan osan vero on 0,12 - 25000 = 3000. 1p.
Vero yhteensa 4700 + 3000 = 7700. 1p.
Vero jaettu luvulla 80 000 (oikea lasku 87070%% ). 1p.
Omasta mielekkaasta laskusta oikea tulos (/2 0,09625), joka vélilla (0, 1). 1p.
Johtopaatéksena: Tulos muutettu oikein prosenteiksi ja pyéristetty (=~ 9,6 %). 1p.
Osatehtavan erillisohjeet
Luettu kaikki tiedot vaaralta taulukon rivilta: (0+0+1+1+1+1) max 4 p.
Huomioimatta, miten veroluokan alaraja kayttaytyy, esimerkiksi vain W (1+1+0+1+0+0) tai max 3 p.
(80000 - 0,12 + 4700) /80000 (0+1+1+1+0+0).
Alkupiste: Luettu oikeaa rivia, esimerkiksi . . 1p.
tulot kuuluvat luokkaan 55 000 — 200 000 TAI alarajan vero on 4700 TAI veroprosentti on 12.
Lahjan suuruus on valilla 25 000 — 55 000. (1p.)
Jos x on lahjan suuruus, niin alarajan ylittavd osa on x — 25 000. (1p.)
Veron suuruus on 1700 4 0,1 - (z — 25000) Tp.
Muodostettu veron suuruudesta yht&l6 1700 + 0,1 - (z — 25 000) = 4000
Oma yhtélé ratkaistu oikein laskimella tai yhtaldnratkaisun keinoin, (x = 48 000) 2p.
TAI
Lahjan suuruus on valilla 25 000 — 55 000. 1p.
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Alarajan ylittdvan osan vero 4000 — 1700 = 2300. 1p.
Tama vero on 10 % alarajan ylittdvasta osasta 1p.
Alarajan ylittdva osa on 10 - 2300 = 23000. 1p.
25000 + 23000 = 48000 2p.

Osatehtavan erillisohjeet

Huomioimatta, miten veroluokan alaraja kéyttéytyy, esim. vain 0,1(x — 25000) = 4000 (1+1+0+1+0) tai

1700 + 0,12 — 4000 (1+0+1+1+0). max 3 p.
Ratkaisu alkaa suoraan yhtalésta 1700 + 0,1 - (z — 25 000) = 4000. max 6 p.
Ratkaisu alkaa vastauksella 48 000. Sitten osoitetaan, etta talloin vero on 4000. max 4 p.
Yhtalo tai tehtdva on ratkaistu haarukoimalla. max 5 p.
Tehtavan erillisohjeet

Pieni epajohdonmukaisuus prosenttimerkin kanssa, esim 7700/80000 - 100 = 9,625 ~ 9,6 %. -0p.

7. Kolikko ja noppa 12p.
Pelissa heitetaan kolikkoa ja tavallista noppaa.

1. Mika on todennakdisyys sille, etta pelaaja A saa yhdella kolikonheitolla klaavan ja pelaaja B yhdella nopanheitolla
silmaluvun 57 (4 p.)

2. Pelaaja C vaittaa pelaajalle D: "On todennakdisempaa, etta mina saan kahdella kolikonheitolla kaksi klaavaa kuin etta
sina saat kahdella nopanheitolla summaksi vahintaan yhdeksan." Onko pelaaja C oikeassa? (8 p.)

1

Pelaajan A klaavan todennakoisyys on 3. 1p.
Pelaajan B silmaluvun 5 todennikéisyys on %. 1p.
Nama molemmat tapahtuvat siis todennakdisyydella % . %. 2p.

Vastaus melko tismaélleen 1—12 TAI melko tasmaélleen 8,3 % TAI melko tasmaélleen 0,083 (kaikki tarkkuudet kayvat). 1 p.
Osatehtdvan erillisohjeet

Pelkat lukuarvot ilman mitaan selitysta tai puutteellinen selitys esim. P(A saa klaavan ja B saa silmaluvun 5)

-1 p.
=1/2-1/6=... P
Murtoluku 1/6 oltava nakyvissa, muuten -1p.

Rivin 3 pisteet saa kertomalla omat todennakdisyydet valilta (0, 1).

Todennéakoisyys, etté pelaaja C saa kaksi klaavaa on % . % = % TAI 25 % TAI 0,25 (perustelu + vastaus). 2p.
Pelaajan D kaikkien mahdollisuuksien lukuméaéré on (6 - 6 =) 36. 1p.
Suotuisat tapaukset ovat: (3, 6), (4,5), (4,6), (5,4), (5,5), (5,6), (6,3), (6,4), (6,5) och (6,6). 2p.
Todennakoisyys saada 9 tai enemman on siis %. 1p.
Koska 33 > = = 5 TAI27,8 % > 25 % TA10,278 > 0,25, (1p)
on pelaaja C vaarassa. Taman pisteen saamiseen sovelletaan melko tasmalleen -ehtoa. 1p.

Osatehtdvan erillisohjeet
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Pelkka lasku ilman mitaan selitysta. -1p.

Rivilta 3 saa 2 p., jos tasmalleen suotuisat parit esitetty listassa, taulukossa tms.; 1 p., jos vain osa (vahintaan 4)
suotuisista pareista esitetty tai joukossa ylimaaraisia.

Jos laskettu todennakoisyys P(D saa tasan 9) tai P(D saa yli 9), max 2+1+1+0+1+0. max 5 p.
Jos vain sanottu, etta suotuisia on 10 ilman listaa, taulukkoa tai muuta perustelua, max 2+1+0+1+1+1. max 6 p.
Jos vain sanottu, ettd suotuisia on 4 tai 6 ilman listaa, taulukkoa tai muuta perustelua, max 2+1+0+0+1+0. max 4 p.

8. Paraabelin tangentti 12p.

Paraabeli y = 2 4 bx + ¢ kulkee pisteen (9, 5) kautta, ja siina sen tangentin kulmakerroin on 2. Maérit kertoimet b ja ¢
derivaatan avulla.

riippumaton Sijoitettu pisteen (9, 5) koordinaatit paraabelin yhtaloon, saatu 92 4+ 9b 4+ ¢ = 5 (1 p./oikein

sijoitettu koordinaatti). 2P
Lisdhuomio: Jos sijoitettu & ja y vaarin pain. 1p.
Derivoitu ja saatu 2x + b. Termit 2z (1 p.), b p.), kokonaan oikein (1 p.) 3p.
Derivaattafunktion on oltava 1. asteen polynomifunktio, jotta voi jatkaa.

Merkitty virheellisesti y = 2x + b. -0p.
Merkitty derivaatan arvoksi 2. 1p.
Jos edellista rivia ei ole, ei voi saada pisteita tdman rivin jalkeen.

Johtopaatoksena: Sijoitettu 2:n arvoksi 9 omaan derivaattaan: 2 - 9 + b = 2, (1 p.) ja ratkaistu oma yhtalé oikein 3p
2 p.) (b= —16).

Oma b sijoitettu paraabelin yhtaléon. 1p.
Ratkaistu c omasta yhtalosta (¢ = 68). 2p.
Tehtévan erillisohjeet

Tangenttisuoran yhtalé muodostettu. +0 p.
Geogebran liukusaadinkokeilut +0 p.
Derivaatan nollakohdat +0 p.
Mallikuva +0 p.

9. Alypuhelinten kayttéika 12 p.
Alypuhelinten keskiméaéaraiset kdyttoiat erdissd maissa on esitetty taulukossa 9.A.
1. Laske taulukossa esitettyjen keskimaaraisten kayttoikien keskiarvo T ja keskihajonta s. (4 p.)
2. Miksi osatehtavassa 9.1 laskettu keskiarvo T ei tuota kyseisten maiden alypuhelinten kayttoikien keskiarvoa? (4 p.)

3. Oletetaan, etta alypuhelinten kayttéika koko maailmassa noudattaa normaalijakaumaa, jonka odotusarvo on
23 kuukautta ja keskihajonta 2,55 kuukautta. Milla todennakdisyydelld satunnaisesti valitun dlypuhelimen kayttdika on
vahintaan kolme vuotta? (4 p.)

Keskiarvo on T = 21 (kuukautta). Tama tarkkuus vaaditaan. 1p.

riippumaton Keskiarvon perustelu. 1p.
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riippumaton Keskihajonta on s & 2,26 TAl o &~ 2,14 (vastauksessa korkeintaan 3 desimaalia). 1p.

riippumaton Keskihajonnan perustelu. 1p.

Osatehtdvan erillisohjeet
Pelkka kaava ilman lukujen sijoitusta ei anna pisteita.

Oikeasta perustelusta voi saada pisteen, vaikka se sisaltaisi pienen virheen (laskuvirhe, yksi luku unohtunut, yksi
yhteenlasku muuttunut kertolaskuksi, keskihajonnasta puuttuu nelidjuuri tms.).

Omista laskuista keskiarvo pyodristetty 20 kuukauteen. Pisteet riveilta 1 ja 2.
Perusteluksi kelpaa kuvakaappaus. Vastauksia varten luvut pitda poimia kuvakaappauksesta.

Esimerkkikuvakaappaus ohjelmasta:

n 10
| Mean |21
| a 2.144761059
| 5 2.260776661
| X 210
| Ex© 4456
| Min 18
Q1 19
| Median | 21
| Q3 22
| Max 26

Eri maissa on eri maara alypuhelimia/asukkaita. (Tasta syysta keskiarvo ei ole sama kuin kaikkien maiden
alypuhelimien kayttoikien keskiarvo.) TAI Vertailtu kahta maata ja todettu, etta niissa on eri maara alypuhelimia.

4 p.

Osatehtévan erillisohjeet
Esimerkkeja osapisteista:
"Pitaa laskea painotetulla keskiarvolla” TAI "Koska lasketaan keskiarvojen keskiarvo.” 2p.

"Koska taulukon luvut ovat yhden maan keskiarvoja.” TAI "Maiden keskiarvot eivat ole samoja.” TAI "Kaytettyna

0p.
ostetut puhelimet eivat ole mukana tilastossa.” TAI "Jossain kohdassa tehty pydristys vaikuttaa.” P

Jos vastauksessa on useampi selitys, niin paras selitys huomioidaan. Arvostelussa on voitu kayttaa yleisvahennysta
esimerkiksi ylimaaraisen tekstin vuoksi.

Kolme vuotta on 36 kuukautta. (1p)
Oikea vali X > 36.

riippumaton Kaytetaan (kasin tai ohjelmalla) normaalijakaumaa, jossa keskiarvoa (23) ja keskihajontaa (2,55) on
kaytetty oikein.

riippumaton Vastaus oikein & 0,000 000 17. Kaikki tarkkuudet paitsi 0 kelpaavat. 1p.
Osatehtavan erillisohjeet

Esimerkiksi komento normCdf(36, oo, 23, 2.55) tai alla oleva esimerkkikuva ohjelmasta antaa pisteet
kolmelta ensimmaiselta rivilta.
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® =@ Probability - GeoGebra

Distribution = Statistics

p=230=2.55

12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
_/~  Normal & pl23 o 255
1 B3|E|] P 3 <X )= 0.0000001716

Kaikki luvut voi myds muuttaa vuosiksi. Jos vain keskiarvo tai keskihajonta muutettu, niin annetaan max 1 p.

1p.
"oikea vali X > 3" (0+1+0+0). max 1 p

B2-0sa

10. Hirsitalo painuu kokoon 12 p.

Hirsitalon rakentamisessa pitda huomioida, etta rakennus painuu kokoon muutaman vuoden ajan. Tama tehdaan jattamalla
rako eli niin sanottu painumavara esimerkiksi ovien ja ikkunoiden paalle. Eras uuden hirsitalon omistaja arvioi, etta hirsien
painumista tapahtuu kahdeksan vuoden ajan ja vuotuiset painumat muodostavat geometrisen lukujonon. Hanen talonsa
painumavara on 6,0 cm.

1. Auta talon omistajaa esittamalla geometrinen lukujono, joka kuvaa talon vuosittaista painumista. Lukujono tayttaa
seuraavat ehdot:

o Ensimmainen jasen kuuluu valille [2,0 cm; 3,0 cm].
o Kahdeksan ensimmaisen jasenen summa S kuuluu valille [5,0 cm; 6,0 cm].
IImoita vastauksessa lukujonon suhdeluku g ja osoita laskulla, ettd summa S kuuluu vaaditulle valille. (8 p.)

2. Piirra pylvasdiagrammi kahdeksan ensimmadisen vuoden vuosittaisista painumista. (4 p.)

Kasitelty geometrista lukujonoa, esimerkiksia - ¢*, i = 0, 1,2, ... (Pelkka kuvakaappaus kaavasta ei riita.) 1p.
Johtopaatdksena: Annettu ensimmadinen jasen a € [2,0 cm; 3,0 cm]. 1p.
Annettu suhdeluku g, jolle 0 < g < 1 (vdheneva geometrinen lukujono). 1p.
riippumaton Luvut a ja q toteuttavat ehdot (tarkistusta helpottava taulukko alla). 1p.

a=20, 0,607412 < ¢ < 0,682328

a=21, 0585826 < q < 0,66308
a=22, 0564539 < ¢ < 0,64421
a=23, 0543502 < ¢ < 0,625668
a=24, 0522674 < q < 0,607412
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a =205, 0502017 < g < 0,589402
a =26, 0481502 < ¢ < 0,571605
a=277, 0461104 < g < 0,553992
a =28, 0,440798 < g < 0,536538
a=2)9, 0420568 < g < 0,51922

a=3,0, 0,400396 < g < 0,502017

yllaolevista riveista riippumaton piste Osoitettu, etta luvut a ja g toteuttavat ehdot:

Kahdeksanjasenisen geometrisen lukujonon summa on a% TAI
a+ag+ag +ag® +ag* +ag® +ag® +aq’.
Sijoitettu luvut TAI laskettu joku osasumma, joka on > 5,0 cm.

Suoritettu laskutoimitus TAI laskettu summan yléraja l%q.

Tulos kuuluu vélille [5,0 cm; 6,0 cm].
Osatehtdvan erillisohjeet

Annettu 8-jaseninen aidosti vaheneva lukujono, joka on silmamaaraisesti geometrinen. Summa kuuluu valille
[5,0 cm; 6,0 cm]. (0+0+0+0+1+1+1+1)

Laskettu/poimittu ainakin kuusi osatehtavaa 10.1 vastaavaa vuosittaista painumaa
Johtopaatoksena: Piirretty pylvasdiagrammi.
Pylvaita on kahdeksan, joista jokainen vastaa osatehtavassa 10.1 laskettua vuosittaista painumaa.

Pylvaat on merkitty (1-8) ja diagrammissa on otsikko tai selitetty, etta pylvaat kuvaavat vuosittaista painumaa
senttimetreina.

Osatehtavan erillisohjeet
y-akselin selitykset puuttuvat. (1+1+1+0)
Alkupiste: Pylvasdiagrammi, jossa akselit on merkitty tai selitetty.

Omat virheelliset vuosittaiset arvot osatehtdvasta 10.1

11. Reunapalat 12p.

(1p)

1p.
1p.
1p.

max 4 p.

1p.
1p.
p:

1p.

max 3 p.

1p.

max 4 p.

Tuhannen palan palapelin koko on 70 cm X 50 cm. Arvioi, kuinka suuri osuus paloista on reunapaloja. Kirjoita nakyviin, mita

oletuksia arvioinnissasi teet.

Oletetaan, etta palapelin palat ovat suorakulmioita.

Tarkastellaan seuraavaksi luvun 1000 hajotelmia kahden luvun tuloksi. Niistd hajotelmassa 40 - 25 ovat
tulontekijat Idhinna toisiaan. (Hajotelmat, joissa suhde < 3 ja palojen lukumaara 950-1050 kelpaavat, eli
esimerkiksi 20 - 50 ja 27 - 37 kayvat.)

L . . 70
Laskettu palapelin sivujen pituuksien suhde 5 = 14

ja palojen lukumé&érien suhde (% = 1,6).

Verrattu suhteita ja todettu tuottavan jarkevan muotoisia paloja.

Reunapaloja on siis yhteensd 40 - 2 + 25 -2 — 4 = 126.

Paloista noin 126,/1000 (= 13 %) TAI 126/(omien palojen lukumé&&rd) on siis reunapaloja. Vastauksen

voi antaa murtolukuna tai desimaalilukuna.
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Taman ratkaisun erillisohjeet

Oletettu sellainen palan koko (esimerkiksi 1 cm tai 2 cm sivultaan oleva nelid), ettd annetun kokoiseen

palapeliin tulee yli 5 % vaara lukumaara paloja. (2+0+0+0+0+2+2) max 6 p.
TAI (vaihtoehtoinen ratkaisutapa)

Palapelin pinta-ala on 50 cm - 70 cmm = 3500 cm?. (1p)
Yhden palan pinta-ala on % = 3,5 cm?. 1p.
ylldolevista riveista rilppumaton piste Oletetaan, etta palapelin palat ovat neli6ita. 2p.
Yhden palan sivun pituus on 4/3,5 & 1,8708 cm. 2p.
ylldolevista riveist riippumaton piste Palapelin piiri on 2 - (50 4+ 70) = 240 cm. 1p.
Reunapalojen lukumaara on m —4= 1,281;(())8 —4=~124

(jaettu piiri sivun pituudella (1 p.) ja kulmien huomioiminen oikein (1 p.)). 2p.
riippumaton Selitys sille, etta palapeli on realistinen. 1p.
Paloista noin % TAI 12 % on siis reunapaloja. (Murtoluku- tai desimaalilukuvastaus kelpaa.) 2p.
Taman ratkaisun erillisohjeet

Pinta-alamenetelmassa palojen lukumaaraa rivilla ei tarvitse pyoristaa kokonaisiksi paloiksi, mutta pyoristykset
kokonaisiksi paloiksi hyvaksytaan.

variantti 3,5 cm? suorakaiteilla, joiden sivut 2 cm ja 1,75 cm. max 12 p.
Variantti epatodellisen pitkulaisilla 3,5 cm? suorakaiteilla (sivujen pituuksien suhde > 3, esimerkiksi 1 x 3,5): max 8 p.
1+1+0+1+1+2+0+2 pistetta.

Tehtavan erillisohjeet

Jos oletus suorakulmioista/nelidista (1. ratkaisuvaihtoehdon rivi 1 / 2. ratkaisuvaihtoehdon rivi 3) ilmenee palan

mitoista my6hemmin, mutta sanaa nelid/suorakulmio/suorakaide ei ndy, annetaan kyseiselta rivilta 1 piste.

Kulmapaloja ei ole huomioitu tai niiden vaikutus on vaarin. -1p.

Viimeisen rivin pisteet voi saada, jos toiseksi (1. ratkaisuvaihtoehto)/kolmanneksi (2. ratkaisuvaihtoehto) viimeiselta
riviltd saa vahintdan 1 pisteen. (Esimerkiksi "reunapaloja on 4 kpl” — ei pisteitd, "10 X 100 palaa” — voi saada
lopun pisteet.)

Eri oletukset (kuten palojen sivujen pituuksien suhteet) voivat johtaa erilaisiin lopputuloksiin. Jos kokelas on
selittanyt hyvin oman palapelinsa, siita voi saada 12 pistetta.

12. Peruskoulujen lukumaara Suomessa 12p.
Peruskoulujen lukumaara Suomessa vuosina 2005-2020 on esitetty taulukossa 12.A.
1. Piirrd diagrammi, joka esittda peruskoulujen lukumaarat vuosina 2005-2020. (2 p.)

2. Sovita aineistoon regressiosuora Yy = a + bz, kun vuosi on x-akselilla ja peruskoulujen maara y-akselilla. Selita
sanallisesti kertoimien a ja b merkitys. (4 p.)

3. Sovita aineistoon regressiosuora kayttden vain vuosien 2005-2008 peruskoulujen lukumaaria. (2 p.)

4. Arvioi kummankin mallin perusteella vuosi, jolloin peruskoulut havidavat Suomesta. (4 p.)

Oikean suuntainen kaavio, jossa esitetty koulujen lukumaaran ja vuosilukujen riippuvuus, ja jossa saattaa olla
pienia virheita. Esimerkiksi pylvas- tai palkkikaavio, viivakaavio, hajontakuvio.
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Oikein tehty diagrammi. 1p.
Osatehtavan erillisohjeet
Asteikot puuttuvat (1+0). max 1 p.
y-akselin saa katkaista.
Alla on malliratkaisu GeoGebrasta. Taulukkoa ei vaadita.

Y ) Spreadsheet - GeoGebra

N |5 02 T ) Q
al ARE Al & 123 =3
=5 Bar Chart v | Tx 133 1=

A B C 3500
1 2005 3347 M
2| 2006 3180 mo
3 2007 3067 8000 B
4 2008 2988 B -
5 2009 2889 2500 -
6 2010 2785 B
7 2011 2719 B
8 2012 2644 2000
9| 2013 2576
10| 2014 2498
11| 2015 2397 1500
12| 2016 2339
13| 2017 2276 i
14| 2018 2234
15| 2019 2189
16| 2020 2130 500
17 Q
18 .
& Q 2602 20‘04 20IOB 2608 2CIH 0 261 2 261 4 261 6 261 8 2620 2622

Aineistoon sovitettu regressiomalli (ei valttamatta suora), joka silmamaaraisesti vaikuttaa jarkevalta,
regressiomallin tyokalu nakyy.

TAI

Aineistoon sovitettu suora (tai melkein suora), joka silmamaaraisesti vaikuttaa regressiosuoralta (sovitus voi olla

e an 1p.
tehty myds silmamaaraisesti).
TAI
Suora annettu yhtaléna, jossa kertoimet suunnilleen oikein (kulmakerroin +10 oikein ja vakiotermi 4210000
oikein).
Regressiosuoran yhtald annettu oikein. Riittaa, etta yhtaloé on kuvakaappauksessa. Kaikki tarkkuudet kayvat. 1
(y = —78,2794z + 160 178,4412) -
riippumaton Kulmakertoimen b merkitys selitetty oikein eli liitetty koulujen lukumaardn muutosnopeuteen. 1p.
riippumaton Vakiotermin a merkitys selitetty oikein eli suunnilleen koulujen lukumaara vuonna O. 1p.
Osatehtavan erillisohjeet
Molemmat kertoimet a ja b selitetty, mutta vaarinpain. max 3 p.

Alla oikea esimerkki GeoGebran kaytosta. Taulukkoa ei vaadita.
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[ JON ) Spreadsheet - GeoGebra
2 0a| 2 S Q=
P IR - A ! 123|320 (x =
it Scatterplot ¥ PRY = XsY o
A B G Y:B1:B16 5

1 2005 3347
2 2006 3180 3o
3 2007 3067
4 2008 2988 3200
5 2009 2889
6 2010 2785 3000
i 2011 2719
8 | 2012 2644 AR
9 2013 2576

2600
10 2014 2498
11 2015 2397

2400
12 2016 2339
13 2017 2276 -
14 2018 2234
15 2019 2189
16 2020 2130 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 \Q22

-3
17 X:A1:A16
18 Regression Model o
i (O} y = —78.2794 x + 160178.4412
20 Linear v ) _ &
Sovitus ei regressio (esimerkiksi ensimmaisen ja viimeisen pisteen kautta) +0 p.

Aineistoon sovitettu regressiomalli (ei valttamatta suora), joka silmamaaraisesti vaikuttaa jarkevalta,
regressiomallin ty6kalu nakyy.

TAI

Aineistoon sovitettu suora (tai melkein suora), joka silmamaaraisesti vaikuttaa regressiosuoralta (sovitus voi olla
tehty myds silmamaaraisesti).

TAI

Suora annettu yhtalona, jossa kertoimet suunnilleen oikein (kulmakerroin 410 oikein ja vakiotermi 410000
oikein).

(1p)

Regressiosuoran yhtdlé annettu oikein. Riittaa, ettd yhtald on kuvakaappauksessa. Kaikki tarkkuudet kayvat. 1
(y = —119z + 241 919) -

Osatehtavan erillisohjeet

Sovitus ei regressio (esimerkiksi ensimmaisen ja viimeisen pisteen kautta) +0 p.
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o o Spreadsheet - GeoGebra
N A Yo Q=
i"r | Scatterplot ¥ ' ox 122 =2 xsy
A B c Y: Column B 5

1 2005 3347 001

2 2006 3180

3 2007 3067

4 2008 2988 330011

5

6 [l

7 32001

8

9

LY 31004

ik

12

13

14 3000

15 ‘

2005 2005.5 2006 2006.5 2007 2007.5 2008 2008.£

16 N N\ \

17 X: Column A

18 Regression Model 5

S 8 y = —119 x + 241919 ‘
rippumaton Laajemmalla mallilla oikein 2046 TAI 2047 (jos akselit toisinpain, niin 2045 TAI 2046). 1p.
Perustelu oikein 1p.
riiippumaton Suppeammalla mallilla oikein 2032 TAI 2033. (jos akselit toisinpain niin 2032 tai 2033) 1p.
Perustelu oikein 1p.

Osatehtavan erillisohjeet

Esimerkiksi suppeammasta mallista: —119x + 241 919 = 0, jolloin saadaan z ~ 2032,9.

Esimerkiksi laajemmasta mallista: —78,2794x 4+ 160178,4412 = 0, jolloin saadaan = =~ 2046,24.

Pisteet saa my0s osatehtavista 2 ja 3 periytyneilld vaarilla lineaarisilla malleilla. max 4 p.

Vuoden voi maarittda osoittamalla, etta funktion merkki vaihtuu kahden vuoden vélissa, tai katsoa kuvaajasta,
jos kuvaajalla on tasavuosittainen asteikko ja leikkauspisteen sijainti jaa selvasti kahden perakkaisen vuoden
valiin.

Epalineaarisella mallilla ei tasta kohdasta pisteita. +0 p.

Tehtévan erillisohjeet

Jos x-akseli on siirretty arvoihin 1-16 ja vastaavuus selitetty jarkevasti, niin max 12 p. Jos ei selitetty, niin
max 1+0/4 /2 /0+1+0+1.

Osatehtavissé 12.2-12.4: - ja y-akselit toisinpain: regressiosuorat y = —0.0082z + 2032.2222 ja
y = —0.0125z + 2045.6747. Tallsin voi saada seuraavat pisteet:

12.2: 1+0+1+1

12.3: 1+1

12.4: 1414141,

13. Kuvaajat ja derivaatta 12p.
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Funktioista f ja g tiedetaan, etta f(0) = 0ja g(0) = 5 seka

2<f(@)<3  ja  1<g(z)<2
kaikilla .

1. Oletetaan, etté funktioiden f ja g kuvaajat ovat suoria. Perustele graafisesti tai laskemalla, ettd 4 < f(2) < 6ja
7<9(2)<9.6p)

2. Oletetaan, etta funktioiden f ja g kuvaajat eivat valttamatta ole suoria. Mitka seuraavista tilanteista ovat mahdollisia:
° f(2) =4(2)
° f(2) <4g(2)
° f(2) >4(2)

Voit hyédyntaa perustelussasi seuraavaa tietoa:
Jos kahdella funktiolla on sama arvo kohdassa 0 ja toisen funktion derivaatta on suurempi valilla [0, 2], niin tdman
funktion arvo on suurempi kohdassa 2. (6 p.)

riippumaton Todettu eksplisiittisesti, ettd jos funktion f (samoin funktion g) kuvaaja on suora, niin sen

kulmakertoimen k arvo on sama kuin sen derivaatta. P
N&in ollen, jos f(0) = 0, niin funktion lauseke on muotoa f(z) = kz. 1p.
Siispa f(2) =k-2<3-2=6jaf(2)=k-2>2-2=4. 2p.
Funktion g tapauksessa vastaavasti, jos g(0) = 5, niin g(z) = kx + 5, 1p.
ja voidaan arvioida g(2) =2k +5<2-2+4+5=9sekig(2) >1-24+5=717. 1p.
TAI graafinen ratkaisu

riippumato'n Todettu eksplisiittisest'i, ettd jos funktion f (samoin funktion g) kuvaaja on suora, niin sen 1p.
kulmakertoimen k arvo on sama kuin sen derivaatta.

Kuvassa ovat suorat y = 2z ja y = 3z ainakin valilla [0, 2]. 2p.
Nahdaan, ettd f(2) < 6ja f(2) > 4. 1p.
Kuvassa ovat suorat y = = + 5 jay = 2z + 5 ainakin valilla [0, 2]. p:
Nahdaan, ettd g(2) < 9jag(2) > 7. 1p.
Hyddynnet&an tehtévéssa olevaa lisatietoa. Koska funktion f derivaatta on rajoitettu vélille [2, 3], ovat funktion f

arvot korkeintaan yhta suuria kuin funktion f; (z) = 3z arvot ja vahintaan yhta suuria kuin funktion fa(z) = 22 2p.
arvot.

Arvot on siis rajoitettu samoin kuin ensimmaisen kohdan suorilla. Vastaava patee funktioon g. 1p.
Voidaan siis lukea vastaukset suoraan ensimmaisestd kohdasta:

f(2) = g(2) ei ole koskaan mahdollinen. 1p.
f(2) < g(2) on mahdollinen (toteutuu aina). 1p.
f(2) > g(2) ei ole koskaan mahdollinen. 1p.
Osatehtévan erillisohjeet

Pelkat oikeat vastaukset. +0 p.

Tilanteen f(2) < g(2) perusteluksi riittda vetoaminen osatehtévaan 13.1.

Ensimmaiselta rivilta voi antaa yhden pisteen, jos on yritetty selittaa ja selitys on oikeansuuntainen, mutta hutera.
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